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6. グラフ
Graphs
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6.1 グラフの基本概念

• グラフの直感的定義： いくつかの(頂)点とそれら

を結ぶ線分（辺あるいは枝）からなる図形．

• 有向辺 … 辺に方向がある場合．

• グラフ G = (V, E)
– V … 頂点の集合

– E … 辺の集合

• 有限グラフ … V, E が有限

• 有向グラフ … 辺が有向辺

• 無向グラフ … 辺に向きがない

頂点
(vertex)

辺または無向辺
((undirected) edge)

有向辺
(arc or directed edge)
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6.2 グラフにおける辺

• 自己閉路(self-loop)
両端点が同一の辺．

• 多重辺 (並列辺) (multiple edge)
両端点を共有する複数の辺．

• 多重グラフ(multiple graph)
自己閉路または多重辺を持つグラフ．

• 単純グラフ(simple graph)
自己閉路も多重辺も持たないグラフ．

self-loop

multi-edges
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6.3 辺の接続

• グラフ G = (V, E) の辺 e ∈ E の両端点が a, 
b ∈ V であるとき，辺 e は頂点 a, b に接続
している(incident)，あるいは a, b を端点
(endpoints)としているという．

– またこのとき，a, b は隣接している(adjacent)と
いう．

e

ba
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• 辺 e = (a, b)
– 有向グラフの場合

• 辺 (a, b) … a から b への方向を持つ辺．辺 (a, b) は，
頂点 a, b に，それぞれ正，負の向きに接続していると

いう．

• a … 始点，b … 終点．

– 無向グラフの場合

• {a, b}, {b, a} は同一の辺を意味する（順序対ではな

い）．

– グラフに多重辺がない場合，E ⊆ V × V とできる．

ba

(a,b), ab
と書く人もいる
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6.4 次数(degree)
• (頂点の) 次数(degree)

– 無向グラフにおける頂点 a の次数 … a に接続し
ている辺の数．

– 有向グラフの場合
• 正の次数:

ある頂点に正の向きに接続している辺の数．（出て行

く辺の数）

• 負の次数:
ある頂点に負の向きに接続している辺の数．（入ってく
る辺の数）

• 有向グラフにおける次数

NV →:δ

+δ

−δ

)()()( aaa −+ += δδδ
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無向グラフにおける次数の例

a

b

c
δ(b) = 2

δ(c) = 1

δ(a) = 3 ←注意！自己閉路の場合は，二重にカウントする
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有向グラフにおける次数の例

a

b

c
δ+(b) = 1, δ-(b) = 1

δ+(c) = 0, δ-(c) = 1

δ+(a) = 2, δ-(a) = 1 ←注意！
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• 次数に関する重要な公式

– 有向グラフの場合，さらに以下が成立

Ev
Vv

2)( =∑
∈

δ

Evv
VvVv

== ∑∑
∈

−

∈

+ )()( δδ
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6.5 グラフの同型(Graph Isomorphism)

• 直感的な説明 … グラフ G, G’ とが同型であると
は，Gの頂点の名前を辺の関係を維持したままで
G’ のものに変更できる場合．

• 二つのグラフ G = (V, E), G’ = (V’, E’) が
同型(isomorphic)であるとは，ある全単射

が存在して，以下の条件を満た

すことを言う．

VV ′→:ϕ

{ } { }, ( ), ( )a b E a b Eϕ ϕ ′∈ ⇔ ∈
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同型グラフの例

1 2

6

5

3

4

u v w x y z

グラフG

グラフG'

φ(1) = u
φ(2) = v
φ(3) = w
φ(4) = x
φ(5) = y
φ(6) = z
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6.6 いろいろなグラフ

• 完全グラフ(Complete graph)
異なるどの二つの頂点の間にもただ1個の辺がある

単純グラフ．

• 部分グラフ(subgraph)
グラフ G' = (V', E') がグラフ G = (V, E) の部分グラ
フであるとは，V' ⊆ V, E' ⊆ E が成立することをいう．
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いくつかの完全グラフ

K2 K3 K4 K5
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• 誘導されたグラフ((vertex) induced subgraph)
単純グラフ G = (V, E) と V' ⊆ V が与えられたとす
る． このとき，V' に誘導された G のグラフ G' = (V', 
E') は以下で与えられる．

• 2部グラフ(bipartite graph)
グラフG = (V, E)が2部グラフであるとは，
が存在して，以下の二つの条件を満たす．
–
– 任意の辺は，一方の端点を に持ち，他方の端
点を に持つ．

( )( )VVEVG ′×′∩′=′ ,

φ=∩=∪ 2121 , VVVVV

VVV ⊆21,

1V
2V
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2部グラフの例

V1
V2
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6.7 経路(path)
• グラフ G = (V, E), v, v' ∈ V において，v か
ら v’ への長さ k (≧ 1) の経路(path) とは，

頂点の列

で，

を満たすものを言う．

( )kvvv ,,, 10 …

( ) ( )kiEvvvvvv iik ,...,1,,, 10 =∈′== −

vv =0 1v 2v vv k ′=



経路の例

1v 2v 3v 6v

4v
5v

( )63543211 ,,,,,,, vvvvvvvv
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• 単純な経路(simple path) …
がすべて異なる．

• 閉路(cycle) … v = v' であるような経路 (少なくとも
一つの辺を持つ)

• 単純な閉路(simple cycle) … が
すべて異なる．

• v = v' であるか，v から v' への経路が存在する
とき，v' は v から到達可能(reachable)であると
いう．

• 閉路がないグラフ … アサイクリック(acyclic)
• 特に，閉路がない有向グラフ DAG (directed 

acyclic graph)

kvvv ,,, 10 …

kvvv ,,, 21 …
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6.8 連結性(connectivity)

• 頂点 u, v が u = v であるか，ある頂点の列
が存在して以下の条件を満た

すとき，u, v は連結可能であるという

–
–

kvvv ,,, 10 "

kvvvu == ,0

{ } ( ) ( )[ ]EvvEvvki iiii ∈∨∈∈ −−
∀

11 ,,,...,1

どの2つの頂点も連結可能であるようなグラフ
は連結(connected)であるという．
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6.9 連結成分(connected component)

• u ～ v … 2つの頂点u, v が連結可能であると

き．

• 「～」は明らかに同値関係

• ここで，
– ～におけるVの同値類

– 始点および終点が に含まれ
る辺の集合を

• … 連結成分

kVVV ,,, 21 "
( )kiV i ≤≤1

iE
( )iii EVG ,=



連結グラフの例
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すべての頂点の間に経路があるわけではないが，
すべての頂点の組は連結可能，グラフは連結である．
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6.10 有向グラフにおける強連結性
(strong connectivity)

• … 二つの頂点 u, v がたがいに到

達可能であるとき．

• は同値関係．
– におけるVの同値類

– 始点および終点が に含ま
れる辺の集合を

• … 強連結成分

vu ↔

↔
↔ kVVV ,,, 21 "

( )kiV i ≤≤1
iE

( )iii EVG ,=



強連結成分の例
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強連結成分


