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講義３：最短経路問題３

前回の講義では，最短経路問題に対して最も有名なダイクストラのアルゴリズムについて考えた．す

べての辺の重みが正のときにはダイクストラのアルゴリズムで最短経路が正しく求めることができるが，

辺の重みとして負の値を許したときはどうだろう．本講義では，負の重みをもつ辺を含むようなグラフ

に対しても最短経路を求めることができる，より強力なアルゴリズムを紹介する．

理論的な結果を示した後，今度は実際的なアルゴリズムについても紹介する．最悪時の計算時間のオー

ダーに関しては改善はできないが，実際の道路地図に適用すると効果がある方法を紹介する．
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Bellman-Fordのアルゴリズム

辺の重みとして負の値を許す一般的な最短経路問題に対する
アルゴリズム．

グラフと始点が与えられたとき，始点から到達可能な負の重みの
閉路が存在すれば，解が存在しないことを報告し，そのような
閉路が存在しなければ，最短経路木を返したい．

このアルゴリズムでは，緩和法を用いて，始点sから各頂点
vへの最短路の重みに関する推定値 d[v]を実際の最短路重み
dist(s, v)になるまで徐々に減らしていく．

本講義で紹介するのは，Bellman-Fordのアルゴリズムである．
これは，辺の重みとして負の値も許す一般的な最短経路問題に対するアルゴリズムである．負の重み

をもつ辺が存在したときに困るのは，重みの和が負になってしまう閉路の存在である．負の重みの閉路

が存在しても，それが始点から到達可能でなければ，それが問題にならないように扱うこともできる．

本講義の紹介する Bellman-Fordのアルゴリズムは，グラフと始点が与えられたとき，始点から到達
可能な負の重みの閉路が存在すれば，解が存在しないことを報告し，そのような閉路が存在しなければ，

最短経路木を返すものである．

このアルゴリズムでは，緩和法を用いて，始点 sから各頂点 vへの最短路の重みに関する推定値 d[v℄
を実際の最短路重み dist(s; v)になるまで徐々に減らしていくというものである．
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Bellman-Fordのアルゴリズム
G:入力のグラフ，s:始点
始点からの距離の推定値d[v]を∞に設定

for i=1 to |V|-1 do
do for 各辺(u, v)について

do Relax(u, v, w)

for各辺(u, v)について
do if d[v] > d[u] + w(u, v) 

then return FALSE
return TRUE.

計算時間はO(VE)．

Bellman-Fordのアルゴリズムは次のようなものである．Gを入力のグラフとし，sを始点とする．最初は，各頂点 vについて，始点からの距離の推定値 d[v℄
を∞に設定しておく．

最初のステップは，すべての辺についての緩和操作を頂点数回だけ繰り返すというものである．具体

的にはスライドに示した２重ループの手続きである．for i=1 to |V|-1 dodo for 各辺 (u, v)についてdo Relax(u, v, w)
その後で，各辺 (u; v)について，d[v℄ > d[u℄ + w(u; v)が成り立つかどうかを調べ，どこかでこれが
成り立てば最短経路は存在しないことを報告する．どの辺についても成り立たなければ，どこでも不都

合は起こっていない訳であるから，最短経路が存在することを報告する．これがスライドにある後半の

ループである．

アルゴリズムは単純な２重ループの構造をしているので，計算時間が O(V E)であることを見るのは
容易であろう．
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このスライドは Bellman-Fordのアルゴリズムの振る舞いを示したものである．
左上の図は始点 sを指定したところである．Bellman-Fordのアルゴリズムでは，すべての辺について
緩和操作を行うが，その順序は特に指定していない．辺を (t; x), (t; y), (t; z), (x; t), (y; x), (y; z), (z; x),(z; s), (s; t), (s; y) の順序に処理した結果を示したのが，このスライドである．最初は始点 sの距離値
だけが有限の値（この場合は 0）であり，他はすべて無限大であるから，1回目のループでは，(t; x),(t; y), (t; z), (x; t), (y; x), (y; z), (z; x), (z; s)の辺について緩和操作を行っても，何も変化は生じない．
辺 (s; t); (s; y)について緩和操作を行ったとき，初めて，頂点 tと yの距離値が減少する．これを示した
のが右上の図である．

２回目のループでは，辺 (t; x)に関する緩和操作で d[x℄ = 11となるが，後に (y; x)に関する緩和操作
で d[x℄ = 4となる．また，(t; z)に関する緩和操作で d[z℄ = 2となる．これ以外の辺に関する緩和操作
では変化は生じない．その結果を示したのが左下の図である．

さて，３回目のループでは，辺 (x; t)に関する緩和操作により，tの距離値が 2に減少する．これを示
したのが右下の図である．
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4回目のループでは，辺 (t; z)に関する緩和操作により，zの距離値が d[z℄ = 2 � 4 = �2となる．そ
の結果を示したのが，このスライドの右下の図である．

この例では，辺を調べる順序を固定したが，別の順序で調べると効率は改善するだろうか．また，良

い順序を見つけるアルゴリズムは存在するだろうか．
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演習問題
下記のグラフに，Aを始点としてBellman-Fordのアルゴリズムを

適用せよ．

このスライドに示したのは，もう少し大きなグラフの例である．ここでも負の重みをもつ辺が存在す

るが，やはりBellman-Fordのアルゴリズムが適用できる．アルゴリズムを適用したとき，どのように距
離値が変化するかを追うこと．辺を調べる順序は任意でよいが，たとえば，辞書式順序 AB, AE, BC,BD, CD, CF , DE, DF , EB, ED, EG, FG, GD, GF で調べた場合にどうなるかを求めよ．
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補題：始点から到達可能な負の重みの閉路が存在しないとき，
Bellman-Fordのアルゴリズムを適用すると，始点sから到達
可能なすべての頂点vについて，

d[v] = dist(s, v)

が成り立つ．ただし，dist(s, v)はsからvに至る最短経路の長さ．

証明： sから到達可能な任意の頂点vを考えよう．sからvに至る
最短経路を(s=u0, u1, … , uk=v)としよう．アルゴリズムの最初の
ループは|V|-1回だけ繰り返されるが，その第 i回目において
辺(ui, ui+1)に対して緩和操作Relaxが実行される．したがって，
k回目の繰り返しの後ではd[v]の値はsからvまでの最短経路の
長さdist(s, v)に等しくなっている．

s=u0 u1 u2 uk-1

uk=v

今までに見てきたことをまとめたのが次の補題である．

補題： 始点から到達可能な負の重みの閉路が存在しないとき，Bellman-Fordのアルゴリズムを適用す
ると，始点 sから到達可能なすべての頂点 vについて，d[v℄ = dist(s; v)
が成り立つ．ただし，dist(s; v)は sから vに至る最短経路の長さである．
証明：　sから到達可能な任意の頂点 vを考えよう．sから vに至る最短経路を (s = u0; u1;…; uk = v)としよ
う．ここで，kはこの最短経路の長さである．アルゴリズムの最初のループは jV j � 1回だけ繰り返され
るが，その第 i回目において辺 (ui; ui+1)に対して緩和操作Relaxが実行される．したがって，k回目の
繰り返しの後では d[v℄の値は sから vまでの最短経路の長さ dist(s; v)に等しくなっている．
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補題：始点から到達可能な負の重みの閉路が存在するとき，
Bellman-Fordのアルゴリズムを適用するとFALSEの値が

返される．

証明： 背理法で証明するために，始点から到達可能な負の
重みの閉路(u0, u1, … , uk)が存在するが，アルゴリズムでは
TRUEが返されるものと仮定しよう．
アルゴリズムはTRUEを返すから，すべてのuiについて

d[ui]≦d[ui-1] + w(ui, ui-1)，i=1, 2, … , k

が成り立つ．
上式をi=1, 2, … , kについて加えると，

i=1..k d[ui]≦ i=1..k d[ui-1] + w(ui, ui-1)
= i=1..k d[ui-1] + i=1..k w(ui, ui-1)

ここで，閉路(u0, u1, … , uk)は負の重みを持っていたから，

i=1..k w(ui, ui-1)<0が成り立つ．よって，

i=1..k d[ui]≦ i=1..k d[ui-1] + i=1..k w(ui, ui-1) < i=1..k d[ui-1] .
u0=ukだから， i=1..k d[ui] = i=1..k d[ui-1] . よって矛盾．

ダイクストラのアルゴリズムと違って，Bellman-Fordのアルゴリズムは負の重みをもつ辺を含んだグ
ラフにも適用可能であった．それについて述べたのが次の補題である．

補題： 始点から到達可能な負の重みの閉路が存在するとき，Bellman-Fordのアルゴリズムを適用する
と FALSEの値が返される．
証明：

背理法で証明するために，始点から到達可能な負の重みの閉路 (u0; u1;…; uk)が存在するが，アルゴ
リズムではTRUEが返されるものと仮定しよう．アルゴリズムはTRUEを返すから，すべての uiにつ
いてd[ui℄ � d[ui�1℄ + w(ui; ui� 1)，i = 1; 2; : : : ; k
が成り立つ．上式を i = 1; 2; : : : ; kについて加えると，Pi=1::k d[ui℄ �Pi=1::k d[ui� 1℄ + w(ui; ui�1) =Pi=1::k d[ui�1℄ +Pi=1::k w(ui; ui�1)
を得る．ここで，閉路 (u0; u1; : : : ; uk)は負の重みを持っていたから，Pi=1::k w(ui; ui�1) < 0
が成り立つ．よって，Pi=1::k d[ui℄ �Pi=1::k d[ui�1℄ +Pi=1::k w(ui; ui�1) <Pi=1::k d[ui�1℄
となる. u0 = ukだから，Pi=1::k d[ui℄ =Pi=1::k d[ui�1℄ を得る．よって矛盾が見つかった．
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目標に向かう探索を優先： goal-directed search

A* アルゴリズム

ダイクストラのアルゴリズム
すべての頂点vについて, d[v]=∞, parent(v)=NILとする．
始点sについて，d[s]=0 とする．
集合Sを空集合に初期化する．
while( V-S が空でない){

V-Sの中でd[u]の値が最小の頂点uを選ぶ．
u = t のとき終了．
uをSに加える．
for uから出るすべての辺(u, v) do

緩和操作relax(u,v)を実行．
}

次に選択する頂点の基準を変更．Bellman-Fordのアルゴリズムは多分に理論的な興味から研究されたものであるが，今度紹介するの
は，実際の道路地図に適用したときに効果があると考えられている方法である．

ダイクストラのアルゴリズムでは，最悪の場合の計算時間を限定することが関心事であったから，目

的地を意識せずに，始点から同心円状に探索範囲を広げていった．実際的な効率を上げるには，目的地

に向けて探索範囲を広げて行けば良さそうである．この考え方に基づいて，目標に向かう探索を優先す

るのが Aスター・アルゴリズムと呼ばれるアルゴリズムである．
ダイクストラのアルゴリズムを思い出してみよう．

まず，すべての頂点 vについて, d[v℄ =∞, parent(v)=NILとしてアルゴリズムをスタートする．
最初に，始点 sについて，d[s℄ = 0とする．すなわち，最初は始点についてのみ始点からの距離が分
かっているとして始める．

また，距離が確定した頂点を蓄える集合 Sを空集合に初期化しておく．
その後，距離が未確定の頂点の集合 V � Sが空でない間，以下の操作を繰り返す．
まず，距離が未確定の集合 V � Sの中で d[u℄の値が最小の頂点 uを選ぶ．一番最初は始点 sだけが有
限の距離値 d[:℄をもっていたから，始点が選ばれる．２回目からは，その時点で距離値が最小の頂点 u
が選ばれる．大事なことは，ここで選ばれた頂点については，始点からの最短距離が確定するというこ

とである．

選んだ頂点が目的地であれば，すなわち，u = tであれば，目的地までの距離が確定したので終了し
てよい．

そうでないときは，uを集合 Sに加える．
距離が確定した頂点 uについて，uから出るすべての辺 (u; v)について，緩和操作 relax(u; v)を実行
する．

前にも述べたように，ダイクストラのアルゴリズムでは最悪時の効率が関心事であったから，最悪の

場合を恐れた探索の仕方であった．それが次に選択する頂点の基準に現われている．最悪の場合を恐れ

ずに，もっと楽観的に進んでみるためには，次に選択する頂点の基準を変えてみればよい．
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次の頂点を選択する基準
ダイクストラ法： 始点からの距離の推定値 d[v]
A*アルゴリズム： 始点からの距離の推定値d[v]

＋目標点までの距離の推定値 h[v]

d[v] h[v]
s

v

t: goal

理論的な保証
目標点までの距離の推定値 h[v]が目標点までの

実際の距離より大きくなることがないなら，この方法で
最短経路が必ず見つかる．

次にしらべる頂点を選択する基準として，ダイクストラ法では始点からの距離の推定値 d[v℄を用いた．
これに対して，A*アルゴリズムでは，目的地を考慮するために，始点からの距離の推定値 d[v℄に目標点
までの距離の推定値 h[v℄を加えたものを用いる．
もちろん，目標点までの距離の推定値が実際の距離に近いほど効率は良くなるが，単に近いというだ

けではなく，実際の最短距離を超えない範囲で近いほど良い．実際，目標点までの実際の最短距離を超

えない範囲で推定値を求めることができるなら，この方法で必ず最短経路が見つかることを理論的に保

証することができる．
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A*アルゴリズム
すべての頂点vについて, d[v]=∞, parent(v)=NILとする．
始点sについて，d[s]=0 とする．
集合Sを空集合に初期化する．
while( V-S が空でない){

V-Sの中でd[u]+h[v]の値が最小の頂点uを選ぶ．
u = t のとき終了.
uをSに加える．
for uから出るすべての辺(u, v) do

緩和操作relax(u,v)を実行．
}

もちろん，すべての頂点vについてh[v]=0とすれば，

ダイクストラ法と同じである．

では，A*アルゴリズムを具体的に記述しよう．先にも述べたように，基本的にはダイクストラのアル
ゴリズムと同じであるが，次に調べる頂点を選ぶ基準だけが異なる．具体的には以下の通りである．

すべての頂点 vについて, d[v℄ =∞, parent(v)=NILとする．
始点 sについて，d[s℄ = 0とする．
集合 Sを空集合に初期化する．V � Sが空でない間，以下の操作を繰り返す．
まず，V � Sの中で d[u℄ + h[v℄の値が最小の頂点 uを選ぶ．u = tであれば，終了する．
そうでなければ，uを Sに加える．
さらに，uから出るすべての辺 (u; v)について，緩和操作 relax(u; v)を実行する．
もちろん，すべての頂点 vについて h[v℄ = 0とすれば，ダイクストラ法と同じである．
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始点 = a

目標点 = e

最初はaを選択し，aから出る辺
(a,b), (a,c)について緩和操作：
d[b] = 2, d[c] = 5

調査中={b, c}
d[b]+h[b] = 2+5=7
d[c]+h[c] = 5+6=11

よって，次はbを選択．

目標点eまでの距離の下界が

分かっているものとする．
h[a] = 5
h[b] = 5
h[c] = 6
h[d] = 2

スライドに示したグラフについて A*アルゴリズムの動作を見てみよう．
始点を aとし，目標点を eとする．また，目標点 eまでの距離の下界が次のように分かっているもの
とする．h[a℄ = 5; h[b℄ = 5; h[
℄ = 6; h[d℄ = 2とする．
始点 = a, 目標点 = eとして始める．
最初はaを選択し，aから出る辺 (a; b); (a; 
)について緩和操作を実行する．その結果，d[b℄ = 2; d[
℄ = 5
となる．これにより，調査中の頂点集合は= fb; 
gとなる．それらの頂点を評価するために，d[b℄+h[b℄ =2 + 5 = 7と d[
℄ + h[
℄ = 5 + 6 = 11を計算する．よって，次は bを選択する．
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よって，次はbを選択．
bから出る辺(b,c), (b,d)について

緩和操作を行う
d[d] = 2+5=7
d[c] = 5 > d[b] + w(b,c)=2+2=4

d[c] = 4

調査中 = {c, d}
d[c]+h[c] = 4+6=10
d[d]+h[d] = 7+2 = 9

よって，dを選択．

目標点eまでの距離の下界が

分かっているものとする．
h[a] = 5
h[b] = 5
h[c] = 6
h[d] = 2

2

5

さて，bを選択して，bから出る辺 (b; 
); (b; d)について緩和操作を行う. これにより，d[d℄ = 2+5 = 7
となる．
については，d[
℄ = 5 > d[b℄ + w(b; 
) = 2 + 2 = 4であるので，d[
℄ = 4となる．
これで，調査中の頂点集合は = f
; dgとなる．
それらの頂点を評価すると，d[
℄ + h[
℄ = 4+ 6 = 10, d[d℄ + h[d℄ = 7 + 2 = 9であるから，dが選択さ
れる．
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よって，次はdを選択．
dから出る辺(d, e)について

緩和操作を行う
d[e] = d[d] + w(d, e)=7+2=9

これで目標点までの最短経路の
候補が見つかったが，この後，
これが実際に最短であることを
保障する後処理が必要
（場合によっては，後処理でもっと
短い経路が見つかることもある）．

目標点eまでの距離の下界が

分かっているものとする．
h[a] = 5
h[b] = 5
h[c] = 6
h[d] = 2

2

5

7

後処理のため，最短経路の候補が見つかった
後も同じ処理を続ける．
目標点が選ばれた時点で最短経路が見つかっている

よって，次はdを選択し，dから出る辺 (d; e)について緩和操作を行う. その結果，d[e℄ = d[d℄+w(d; e) =7 + 2 = 9 となる．
これで目標点 eまでの最短経路の候補が見つかったが，この後，これが実際に最短であることを保障
する後処理が必要である．なぜなら，場合によっては，後処理でもっと短い経路が見つかることもある

からである．

後処理のため，最短経路の候補が見つかった後も同じ処理を続ける．アルゴリズムを終了してよいの

は，目標点が選ばれた時点である．その時には最短経路が見つかっている．
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Uまでの距離の下界

A   45 O  12
B   42 P   10
C   43 Q   26
D   42 R   14
E   33 U    0
F   35 V   17
G   29
H   33
I     32
J    19
K   23
L    20
M   15
N   23

もう少し大きなグラフについて考えてみよう．目標点 U までの距離の下界はスライドの図のように与
えられているものとする．
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Uまでの距離の下界

A   45 O  12
B   42 P   10
C   43 Q   26
D   42 R   14
E   33 U    0
F   35 V   17
G   29
H   33
I     32
J    19
K   23
L    20
M   15
N   23

B: 8+42=50, C: 11+43=54, G: 13+29=42
J: 20+19=39, K: 25+23=48
Jを選択．

まず，始点を選び，始点から出るすべての辺について緩和操作を行う．これにより，B: 8+42=50, C: 11+43=54, G: 13+29=42 J: 20+19=39, K: 25+23=48
という結果を得る．ここで，B : 8 + 42 = 50は，辺の重み 8と目標点までの距離の推定値 42の和が初
期値の無限大より小さいので，評価値が d[B℄ + h[B℄ = 50になったことを意味する．したがって，最小
の評価値をもつ頂点 J が選ばれる．
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Uまでの距離の下界

A   45 O  12
B   42 P   10
C   43 Q   26
D   42 R   14
E   33 U    0
F   35 V   17
G   29
H   33
I     32
J    19
K   23
L    20
M   15
N   23

G: 20+16+29=65, K: 20+15+23=58,
L: 20+15+20=55, N: 20+16+23=59,
O: 20+14+12=46  Oを選択

頂点 J を選んだので，J から出るすべての辺について緩和操作を行い，次の結果を得る．G: 20+16+29=65, K: 20+15+23=58, L: 20+15+20=55, N: 20+16+23=59, O: 20+14+12=46
その結果，頂点Oが選択される．
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Uまでの距離の下界

A   45 O  12
B   42 P   10
C   43 Q   26
D   42 R   14
E   33 U    0
F   35 V   17
G   29
H   33
I     32
J    19
K   23
L    20
M   15
N   23

M: 20+14+11+15=61, 
N: 20+14+19+23=76,
P: 20+14+9+10=53.

次の緩和操作で評価値が次のように変わる．M: 20+14+11+15=61, N: 20+14+19+23=76, P: 20+14+9+10=53.
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Uまでの距離の下界

A   45 O  12
B   42 P   10
C   43 Q   26
D   42 R   14
E   33 U    0
F   35 V   17
G   29
H   33
I     32
J    19
K   23
L    20
M   15
N   23

U: 20+14+9+10=53, 
N: 20+14+9+15=58

次にUが選ばれるので，これが最短路．

頂点 P を選んで，そこから出る辺について緩和操作を行うと，U: 20+14+9+10=53, N: 20+14+9+15=58
となる．この次には目標点 U が選ばれるので，これが最短路である．
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A*法の概念図

s

s
t

このスライドは A*アルゴリズムの考え方を示したものである．基本的には目標点に向けて進むが，あ
る程度は反対方向も探索している．
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目標点までの距離の下界値？

自動車のナビゲーションシステムでは，始点と目標点を
指定した最短経路探索が行われる．
現在地点から目標点までの直線距離は確かに目標点までの
距離の下界値になっている．

目標点までの距離の下界値h[v]が実際の距離に近いほど

探索の効率は良くなる．実際，目標点までの距離が正確に
分かっている場合には，A*は一直線に目標点を目指す．

距離ではなく最も時間の短い経路を求めるとき，下界は
どのように定めればよいか？

ここまで，目標点までの距離の推定値 h[v℄をどのように計算するかについては述べなかった．大事な
ことは，その値が目標点までの距離の下界値を超えないことである．

今まではグラフが与えられるものとして考えてきたが，自動車のナビゲーションシステムでは，２次

元の地図上で，始点と目標点を指定した最短経路探索が行われる．現在地点から目標点までの直線距離

は確かに目標点までの距離の下界値になっている．

目標点までの距離の下界値 h[v℄が実際の距離に近いほど探索の効率は良くなる．実際，目標点までの
距離が正確に分かっている場合には，A*アルゴリズムは一直線に目標点を目指すことになる．
距離ではなく最も時間の短い経路を求めるとき，下界はどのように定めればよいか？その場合には，

直線距離を高速道路の平均時速で割った値を用いれば下界になる．
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s

ここに示したのは平面上に描かれた道路地図である．簡単のため，どの道路も直線的とする．左上の

始点から右下の赤丸で示した目標点までの最短経路を A*アルゴリズムで求めてみよう．
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s

どの頂点が目標点に最も近いか？

まず，始点から出る３本の辺について緩和操作を実行する．具体的には，３個の頂点について，d[v℄+h[v℄
の値を求める．h[v℄は目標点までの直線距離とする．このとき，A*アルゴリズムでは「どの頂点が目標
点に最も近いか？」という基準で次の頂点を選ぶ．したがって，緑色で指定した頂点が選ばれることに

なる．
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s

どの頂点が目標点に最も近いか？

次に，緑色の頂点から出る３本の辺（赤線で示したもの）について緩和操作を行う．今度も，どの頂

点が目標点に最も近いかで次の頂点を選ぶことになる．この場合，青色の頂点が選ばれる．

24



s

どの頂点が目標点に最も近いか？

青色の頂点から出る辺について緩和操作を行うが，目標点がその中に含まれる．当然，目標点に最も

近いのは目標点であるから，次に選ばれるのは目標点である．これで経路が確定した．

もう少し大きな道路地図についてアニメーションで A*アルゴリズムの動作を見てみよう．
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ランドマーク法

この方法ではいくつかの頂点をランドマークとして選んでおき，
前処理として，それらの頂点から各頂点までの距離を求めておく．

Lをランドマークとし，頂点uとvについて，Lからの距離をd(L, u)と
d(L, v)で表すものとする．このとき，三角不等式により，
u-v間の距離d(u, v)について

d(L, u) - d(L, v) ≦ d(u, v)

が成り立つ．
この式はどのランドマークについても成り立つ．よって，すべての
ランドマークについて上記の（左辺）値の最大値を取れば，それは
u-v間の距離の良い下界を与えている．

u

v

L
どの頂点が終点として与えられても，
任意の頂点からその点までの距離の良い下界が得られている．

次に紹介するのは，非常に実用的な方法で，ランドマーク法として知られているものである．

この方法ではいくつかの頂点をランドマークとして選んでおき，前処理として，それらの頂点から各

頂点までの距離を求めておく．その意味で，今までに述べてきた方法と全く異なる．自動車のナビゲー

ションシステムでは，通常は地図が固定されているから，重要な地点をランドマークとして選んでおい

て，それらの間の距離を予め計算しておくことは可能である．Lをランドマークとし，頂点 uと vについて，Lからの距離を d(L; u)と d(L; v)で表すものとする．
このとき，三角不等式により，u� v間の距離 d(u; v)についてd(L; u) � d(L; v) � d(u; v)
が成り立つ．この式はどのランドマークについても成り立つ．よって，すべてのランドマークについて

上記の（左辺）値の最大値を取れば，それは u� v間の距離の良い下界を与えている．
つまり，どの頂点が終点として与えられても，任意の頂点からその点までの距離の良い下界を容易に

計算することができるのである．先に説明した A*アルゴリズムでは，目標点までの直線距離を距離の下
界として用いていたが，最短距離の経路ではなく，最も時間が短い経路を求める場合には，この考え方

が重要になる．
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ランドマーク法

目的地 tが与えられたとき，各頂点vについて，
max{ |d(L, v) - d(L, t)| }

を求めると，これがA*アルゴリズムで必要な目的地 t までの距離の

下界値になっている．
よって，

h[v] = max{ |d(L, v) - d(L, t)| }

としてA*アルゴリズムを適用すると，効率が良い．

たまたまランドマーク地点が目的地点として選ばれれば
最短経路が見つかったことになる．

v

t

h[v]≧|d(L, v) - d(L, t)|

L

d(L, v)

d(L, t)

ランドマーク法は A*アルゴリズムと基本的に同じであるが，具体的に記述すると次のようになる．
目的地 tが与えられたとき，各頂点 vについて，maxfjd(L; v) � d(L; t)jg
を求めると，これが A*アルゴリズムで必要な目的地 tまでの距離の下界値になっている．よって，h[v℄ = maxfjd(L; v) � d(L; t)jg
として A*アルゴリズムを適用すると，効率が良い．
たまたまランドマーク地点が目的地点として選ばれれば最短経路が見つかったことになる．
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A, H, K, Vの4頂点をランドマークとして選んでおき，それら

の頂点からの最短距離を求めておく．

例を用いてランドマーク法を調べよう．スライドに示した例では，A, H, K, Vの 4頂点をランドマー
クとして選んでおき，それぞれの頂点について，それらの頂点からの最短距離を求めておくものとする．
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A, H, K, Vの4頂点をランドマークとして選んでおき，それら

の頂点からの最短距離を求めておく．

ランドマーク
Aからの最短経路木

これはランドマークとして選ばれた頂点 Aからの最短路木を示したものである．
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始点E，目的地Uを

指定．

Eの近傍頂点vで d[v] + h[v]の値を計算．
h[v] = max(d(Landmark, v) - d(Landmark, U)): Jについては，
|d(A, J)-d(A, U)|=|41-74|=33, |d(H,J)-d(H,U)|=|34-45|=11, 
|d(K,J)-d(K,U)|=|15-47|=32, |d(V,J)-d(V,U)|=|47-17|=30.

さて，始点E，目的地U が指定されたときに，どのようにして最短経路が求められるかを見てみよう．
まず，始点 Eの近傍頂点 vで d[v℄ + h[v℄の値を計算する．Lをランドマークとして，h[v℄ = maxL(d(L; v) � d(L;U))
として距離の推定値 h[v℄を計算し，d[v℄ + h[v℄が最小となる頂点 vを選ぶ．
この例では，Jについては，ランドマーク A;H;K; V について以下の計算を行うことにより，|d(A, J)-d(A, U)|=|41-74|=33, |d(H,J)-d(H,U)|=|34-45|=11, |d(K,J)-d(K,U)|=|15-47|=32, |d(V,J)-d(V,U)|=|47-17|=30
その最大値として h[J ℄ = 33を得る．
このような計算を続けて A*アルゴリズムを実行すれば最短経路が得られる．
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