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講義4：最短経路問題4
これまでの講義では最短経路問題を解く様々なアルゴリズムを見てきた．基本は最悪でも頂点数の２

乗に比例する時間で最短経路を求めることができるダイクストラのアルゴリズムである．それより理論

的により一般的なBellman-Fordのアルゴリズムや実用的な価値の高いA*アルゴリズムも紹介した．さ
らに，予め与えられた地図情報に前処理を施しておくと更なる高速化が可能であることも見た．この講

義では，それらとは全く異なる考え方を紹介する．
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線形計画問題と線形計画法

入力：線形不等式と線形の目的関数
出力：すべての線形不等式を満たす解があるかどうかを

判定し，解が存在する場合には，さらに目的関数を
最大（または最小）にする解を求める．

n: 変数の個数，
m:線形不等式の形で与えられる制約式の個数

各制約式はn個の変数の線形不等式の形で与えられるから，
それぞれがn次元空間の半空間に対応している．
したがって，m個の半空間の共通部分が存在するかどうかを

判定し，存在するなら，その頂点の中で目的関数の値を最大
（または最小）にするものを求めればよい．
実行可能領域：m個の半空間の共通部分

線形計画問題はnとmに関する多項式時間で解けることが

知られている．

この講義では，線形計画問題と線形計画法についてまず説明を行い，その後で最短経路問題を線形計

画問題として解く方法を説明する．

線形計画問題とは，線形不等式と線形の目的関数を入力として与えたとき，すべての線形不等式を満

たす解があるかどうかを判定し，解が存在する場合には，さらに目的関数を最大（または最小）にする

解を求めるというものである．

一般に，変数の個数を nで表わし，線形不等式の形で与えられる制約式の個数を mで表わす．各制約
式は n個の変数の線形不等式の形で与えられるから，それぞれが n次元空間の半空間に対応している．
したがって，m個の半空間の共通部分が存在するかどうかを判定し，存在するなら，その頂点の中で目
的関数の値を最大（または最小）にするものを求めればよい．m個の半空間の共通部分が存在する場合にだけ解が存在するが，その共通部分のことを実行可能領域
と呼ぶ．

長年にわたって未解決であったが，今では，線形計画問題は nとmに関する多項式時間で解けること
が知られている．

線形計画法とは，線形計画問題として問題を定式化して解を求める方法のことである．英語では，LinearProgrammingというが，コンピュータのプログラミングとはまったく異なるものである．むしろ，計画
法という意味で programmingという言葉が使われたほうが先である．
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２変数の線形計画問題
2次元平面における半平面の共通部分が実行可能領域

必ず凸多角形になる．

３変数の線形計画問題
3次元空間における半空間の共通部分が実行可能領域

必ず凸多面体になる．

線形計画問題の一般形
目的関数: c1x1+c2x2+...+cnxn min

ただし，c1, c2, ..., cnは与えられた定数

制約式：
不等式制約 a11x1+a12x2+...+a1nxn≦b1

......

ak1x1+ak2x2+...+aknxn≦bk

等式制約 ak+1,1x1+ak+1,2x2+...+ak+1, nxn =bk+1

......

am1x1+am2x2+...+amnxn =bm

変数の個数が２個だけのときは，２変数の線形計画問題と呼ばれるが，このとき，2次元平面におけ
る半平面の共通部分が実行可能領域となる．これは必ず凸多角形になる．なぜなら，それぞれの半平面

は凸領域であるが，実行可能領域は多数の半平面の共通集合であるから，凸領域の共通部分ということ

になり，それはやはり凸である．

同様に，３変数の線形計画問題においては，3次元空間における半空間の共通部分が実行可能領域と
なるが，これは必ず凸多面体になる．

では，線形計画問題を一般的に定義しよう．その一般形は，次のように線形目的関数と線形制約式の

集合で定義される．

目的関数は，与えられた定数 
1; 
2; : : : ; 
nと n個の変数の線形結合 
1x1 + 
2x2 + � � � + 
nxnとして
与えられ，この目的関数の値を最大または最大にすることが目的である．線形制約式は，不等式制約a11x1 + a12x2 + � � �+ a1nxn � b1,::::::ak1x1 + ak2x2 + � � �+ aknxn � bk,
と，等式制約ak+1;1x1 + ak+1;2x2 + � � �+ ak+1;nxn � bk+1,::::::am1x1 + am2x2 + � � �+ amnxn � bm.
によって表現される．係数 a::はすべて定数である．
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問題P16:２種類の原材料AとBにより２種類の製品P1とP2を製造す

る場合，どのような生産計画を立てれば利益最大にできるか？

製品を1単位製造するのに必要な原材料の量
製品P1では，Aを2, Bを4単位分だけ必要
製品P2では，Aを3, Bを5単位分だけ必要
原材料の在庫は，Aが5単位，Bが9単位分
利益率：製品P1は1単位当たり3万円，製品P2は4万円

製品P1の生産量をx1,製品P2の生産量をx2とすると，

全体の利益は
3x1 + 4x2 （最大化すべき）目的関数

で与えられる．一方，制約は
2x1 + 3 x2≦ 5 在庫量の関係
4x1 + 5 x2≦ 9 在庫量の関係
x1≧0, x2≧0 生産量は非負

となる．

具体的な例を用いて線形計画法を説明しよう．次の問題を考えよう．

問題: ２種類の原材料 AとBにより２種類の製品 P1と P2を製造する場合，どのような生産計画を立て
れば利益最大にできるか？

製品を 1単位製造するのに必要な原材料の量は，製品 P1では，Aを 2単位, Bを 4単位分だけ必要と
する．一方，製品 P2では，Aを 3単位, Bを 5単位分だけ必要とする．原材料の在庫は，Aが 5単位，Bが 9単位分だけあるものとする．利益率に関しては，製品 P1は 1単位当たり 3万円，製品 P2は 4万
円であるものとする．

このとき，製品 P1の生産量を x1, 製品 P2の生産量を x2とすると，全体の利益は3x1 + 4x2
で与えられる．これが最大化すべき線形の目的関数である．

一方，制約は，在庫量の関係から2x1 + 3x2 � 5
および4x1 + 5x2 � 9
さらに，生産量は非負でなければならないので，x1 � 0; x2 � 0
という制約もある．

まとめると，目的関数はmax 3x1 + 4x2
制約式は，2x1 + 3x2 � 54x1 + 5x2 � 9x1 � 0; x2 � 0．
となる．
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線形計画問題
目的関数： 3x1 + 4x2 最大

制約条件：
2x1 + 3 x2≦ 5
4x1 + 5 x2≦ 9
x1≧0, x2≧0

実行可能領域

x1

x2

目的関数 3x1 + 4x2=k

直線 x2= -(3/4)x1 + k/4

2つの制約式に対応する直線の
交点は(1, 1).

つまり，製品P1を1単位，製品P2も
1単位だけ製造するのが最適．

演習問題E7-1：上の例において，他に２個の変数x3, x4を導入
して，不等式制約をすべて線形等式制約と変数≧0の形式に

変更する方法を考えよ．

さて，例題の線形計画問題は

目的関数が 3x1 + 4x2 の最大化であり，その制約条件は，2x1 + 3x2 � 5，4x1 + 5x2 � 9, x1 � 0,x2 � 0
である．

上記４つの線形制約式はそれぞれ半平面に対応しているが，それらの共通部分を図示したのがスライ

ドの青色の領域である．これが実行可能領域であるが，求めたいのは，その領域内の点で，線形の目的

関数 3x1+4x2を最大にする点である．そのような点は必ず実行可能領域の頂点として与えられるが，こ
の場合には赤で示した点である．

このことは，目的関数を変形してみれば分かりやすい．我々の目的関数は 3x1+4x2であった．この目的
関数の値を kとおいてみよう．すなわち，3x1+4x2 = kである．この等式は，直線 x2 = �(3=4)x1+k=4
を表わしている．つまり，スライドの図では傾きが �(3=4)の直線ということになる．そのような傾き
の直線で実行可能領域と共通部分をもつもの，すなわち実行可能領域を通るものの中で，kの値が最大
のもの，すなわち，x2切片が最大のものを求めればよいことになる．図より，この直線が実行可能領域
の上部境界を定める２直線 2x1 +3x2 = 5と 4x1 +5x2 = 9の交点 (1; 1)を通るときに k=4の値，すなわ
ち kの値が最大になる．x1 = 1; x2 = 1を目的関数 3x1 + 4x2に代入すると，3� 1 + 4� 1 = 7となる．
つまり，製品 P1を 1単位，製品 P2も 1単位だけ製造するのが最適で，そのときの利益は 7万円となる．
演習問題 1：上の例において，他に２個の変数 x3; x4を導入して，不等式制約をすべて線形等式制約と
変数� 0の形式に変更する方法を考えよ．
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線形計画問題の解法

n個の変数で定義される線形計画問題
n次元空間において制約式に対応する半空間によって定義さ
れる凸多面体の頂点の中で目的関数の値を最適化するもの
を求める問題.

ただし，凸多面体の頂点をすべて列挙すれば指数時間かかる．

シンプレックス法（Dantzig, 1947年）

凸多面体の１つの頂点から出発して，その隣接頂点の中で
目的関数の値が改善される頂点に移動するという操作を
繰り返し，移動できなくなったときに，その頂点を最適解とする．

シンプレックス法で必ず最適解が求まる．
∵凸多面体の性質から，局所的にだけ最適という場所はない．
目的関数を改善する方向にだけ移動すれば，必ず最適解
に到達する．

では，次に線形計画問題の解法について考えてみよう．n個の変数で定義される線形計画問題は，n次元空間において制約式に対応する半空間によって定義さ
れる凸多面体の頂点の中で目的関数の値を最適化するものを求める問題ということになる．したがって，

凸多面体の頂点をすべて列挙すれば最適解を求めることができる．実際，２個の変数だけで定義される

２変数線形計画問題は２次元平面における n個の半平面の共通集合を実行可能領域としてもつが，その
頂点数は高々n個であるので，すべての頂点を列挙するという方法でも解を求めることができる．残念
ながら，実行可能領域の頂点数は次元数に関して指数関数的に増大するので，少し大きな時限でも時間

がかかり過ぎてしまう．

線形計画問題を解く方法で最も有名なものは，1947年にDantzigによって考案されたシンプレックス
法である．日本語では単体法と呼ばれているものである．

この方法では，実行可能領域を表わす凸多面体の１つの頂点から出発して，その隣接頂点の中で目的

関数の値が改善される頂点に移動するという操作を繰り返し，移動できなくなったときに，その頂点を

最適解とする．

シンプレックス法は発見的な方法であるが，必ず最適解を求めることができるという性質を持ってい

る．なぜなら，凸多面体の性質から，局所的にだけ最適という場所はありえない．したがって，目的関

数を改善する方向にだけ移動すれば，必ず最適解に到達できる．言い方を変えれば，探索空間が全体と

して凸になっているので，境界上を滑り落ちて行けば，必ず底（最適解）にたどり着くのである．
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シンプレックス法の効率

最悪の場合には指数時間を必要とする．
しかし，実用的には効率は良い．

線形計画問題は多項式時間で解けるか？
Khachiyan(1979)の結果

O(nm3L)時間の楕円体法(ellipsoid algorithm)
n:変数の個数，m：制約式の個数
L:係数を指定するのに使われる最大のビット数

Karmarker(1984)の内点法(interior method)
O(nm2.5Llog L)時間のアルゴリズム

ＡＴＴがアルゴリズム特許を申請したことで有名
MirzaianのDPA(Deepest Peak Algorithm)

計算時間はO(m3n2)と主張しているが，真偽は不明
Megiddo(1984), Clarkson(1986), Dyer(1986)は

変数の個数に関しては指数時間かかるが，
制約式の個数に関しては線形のアルゴリズムを提案

では，シンプレックス法の効率はどうだろう．残念ながら，最悪の場合には指数関数的な時間を必要

としてしまう．よって，多項式時間アルゴリズムとは言えない．しかし，実用的には効率が良いことが

実験的，経験的に知られている．

そこで，研究者の関心は，線形計画問題が多項式時間で解けるかどうかに向かった．これは長年にわ

たって未解決であったが，1979年になって，ロシア人研究者 Kha
hiyanによって，遂に多項式時間のア
ルゴリズムが得られた．そのアルゴリズムは楕円体法 (ellipsoid algorithm)と呼ばれる方法であり，計
算時間は O(nm3L)と表すことができる．ここで，nは変数の個数，mは制約式の個数であり，Lは係
数を指定するのに使われる最大のビット数である．

このアルゴリズムは理論研究者からは高く評価されたが，実用的なアルゴリズムではなかった．これ

を更に改良したのがインド人研究者 Karmarkerである．彼は博士課程を卒業とほぼ同時期の 1984年に
内点法 (interior method)と呼ばれるアルゴリズムを発表した．これは，O(nm2:5L logL)時間のアルゴ
リズムであり，先の方法を凌駕しただけではなく，実用的な方法でもあった．これを高く評価したのが

ベル研究所を有していたＡＴＴ社であり，実際，同社はこのアルゴリズムでアルゴリズム特許を申請し

た．これが大きなニュースとなり，世界中に知れ渡ることになった．

比較的最近では，MirzaianがDPA(Deepest Peak Algorithm)と呼ばれるアルゴリズムを発表し，計
算時間は O(m3n2)と主張しているが，真偽は不明である．以前のアルゴリズムとの最大の違いは計算
時間に Lが関係していないことである．Lとは係数を指定するのに使われる最大のビット数であったか
ら，これに関係しないということは，理論的に言えば強多項式のアルゴリズムだということになる．

別の観点からもアルゴリズムの改善がなされている．Megiddo(1984), Clarkson(1986), Dyer(1986)は，
変数の個数に関しては指数時間かかるが，制約式の個数に関しては線形時間のアルゴリズムを提案して

いる．したがって，変数の個数が比較的少ないときには，これらのアルゴリズムを用いて効率よく解く

ことができる．
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線形計画問題として定式化できる問題

問題P17: （線形分離可能性問題）
n次元空間に２つの点集合が与えられたとき，それらを分離する

超平面が存在するかどうかを判定せよ．

２次元平面では，２つの点集合を分離する直線が存在するか
どうかを判定する問題となる．

線形分離可能 線形分離不可能

次に，線形計画問題として定式化できる問題を見てみよう．

考えるのは，線形分離可能性問題として知られている問題である．この問題は，nn次元空間に２つの
点集合が与えられたとき，それらを分離する超平面が存在するかどうかを判定せよというものである．

２次元平面では，２つの点集合を分離する直線が存在するかどうかを判定する問題となる．スライド

の左に示した点集合の場合は確かに線形分離可能であるが，右側に示した点集合に対しては，２つの点

集合を分離する直線は存在しないことが目で見て分る．では，目で見る以外の方法でこの問題を解くに

はどうすればよいかを考えよう．
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アルゴリズムP17-A0:

(1)２つの点集合RとBを入力する．ただし，n=|R|+|B|.
(2)各点集合に対する凸包CH(R)とCH(B)を求める．
(3)CH(R)とCH(B)に共通部分があるかどうかを判定．

もし共通部分があれば，解はないと出力．
そうでなければ，共通内接線を求めて，分離直線として出力．

２次元平面の場合，２つの点集合が線形分離可能であるのは
それぞれの点集合に対する凸包（最小包含凸多角形）が互いに
共通部分を持たないことである．

線形分離可能 線形分離不可能

２次元平面の場合，２つの点集合が線形分離可能であるのはそれぞれの点集合に対する凸包（最小包

含凸多角形）が互いに共通部分を持たないことである．

スライドの左の図では，２つの凸包に共通部分がないので，確かに直線で分離することができる．右

の図では，凸包同士に重なりがあるので，どんな直線でも２つの点集合を分離することはできない．

以上の観察より，次のアルゴリズム A0が得られる．
まず，(1)２つの点集合 RとBを入力する．ただし，n = jRj+ jBjである．(2)各点集合に対する凸包 CH(R)と CH(B)を求める．(3)CH(R)と CH(B)に共通部分があるかどうかを判定する．もし共通部分があれば，解はないと出力
し，そうでなければ，共通内接線を求めて，それを分離直線として出力する．
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アルゴリズムP17-A0:

(1)２つの点集合RとBを入力する．ただし，n=|R|+|B|.
(2)各点集合に対する凸包CH(R)とCH(B)を求める．
(3)CH(R)とCH(B)に共通部分があるかどうかを判定．

もし共通部分があれば，解はないと出力．
そうでなければ，共通内接線を求めて，分離直線として出力．

アルゴリズムP17-A0の計算時間:
(1)は入力だけなので，O(n)時間．
(2)の凸包計算はO(n log n)時間．
(3)の共通部分の計算と共通内接線の計算はO(n)時間．
全体ではO(n log n)時間となる．

もっと効率よく解くことは可能か？

演習問題E7-2：点集合RとBのサイズをそれぞれn, mとするとき，
全体の計算時間をnとmを用いて表現せよ．nとmの値が大きく

異なるとき，別の考え方ができるか？

では，アルゴリズム A0の計算時間を解析してみよう．(1)は入力だけなので，O(n)時間でできる．(2)の凸包計算は O(n log n)時間でできる．(3)の共通部分の計算と共通内接線の計算は O(n)時間でできる．
したがって，全体では O(n logn)時間となる．
演習問題 2： 点集合RとBのサイズをそれぞれ n;mとするとき，全体の計算時間を nとmを用いて
表現せよ．nとmの値が大きく異なるとき，別の考え方ができるか？O(n log n)という比較的効率の良いアルゴリズムが得られたが，もっと効率の良いアルゴリズムは存
在するだろうか．それを次に考えよう．
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線形計画法に基づくアルゴリズムP17-A1

入力の集合を
R={(x1,y1), ... , (xk, yk)},  B={(xk+1,yk+1), ... , (xn, yn)}

とする．もしRとBを分離する直線y=ax+bが存在するなら，
yi≦axi + b, i=1, ... , k,
yi≧axi + b, i=k+1, ... , n

または， yi≧axi + b, i=1, ... , k,
yi≦axi + b, i=k+1, ... , n

が成り立つはずである．

逆に， b≧-axi + yi, i=1, ... , k,
b≦-axi + yi, i=k+1, ... , n

または， b≦-axi + yi, i=1, ... , k,
b≧-axi + yi, i=k+1, ... , n

を満たす(a, b)の値が存在すれば，RとBは線形分離可能．
これは，２変数a, bに関する線形計画問題であるから，
O(n)時間で解ける．

ここでは，線形計画法に基づくアルゴリズム A1を紹介しよう．
入力の集合をR = f(x1; y1); :::; (xk ; yk)g; B = f(xk+1; yk+1); :::; (xn; yn)g
とする．もしRとBを分離する直線 y = ax+ bが存在するなら，赤の点は直線より上に，青の点はす
べて直線より下にある，すなわち，yi � axi + b; i = 1; : : : ; k;yi � axi + b; i = k + 1; : : : ; n
または，赤の点は直線より下に，青の点はすべて直線より上にあるはずである．すなわち，yi � axi + b; i = 1; : : : ; k;yi � axi + b; i = k + 1; : : : ; n
が成り立つはずである．

逆に，直線の式 y = ax+ bを b = �ax+ yと変形して，b � �axi + yi; i = 1; : : : ; k,b � �axi + yi; i = k + 1; : : : ; n
または,b � �axi + yi; i = 1; : : : ; k,b � �axi + yi; i = k + 1; : : : ; n
を満たす (a; b)の値が存在すれば，RとBは線形分離可能である．これは，２変数 a; bに関する線形計
画問題であるから，O(n)時間で解ける．
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例: R={(1,2), (2,1), (3,1)}, B={(2,2), (3,3)}とき，

線形計画問題１：
b≧-1*a + 2, 
b≧-2*a + 1, 
b≧-3*a + 1,
b≦-2*a + 2,
b≦-3*a + 3

線形計画問題2：
b≦ -1*a + 2, 
b≦ -2*a + 1, 
b≦ -3*a + 1,
b≧ -2*a + 2,
b≧ -3*a + 3

演習問題E7-3：実際に実行可能領域を図示することにより，

どちらの線形計画問題が実行可能解をもつかを判断せよ．

簡単な例について考えてみよう．R = f(1; 2); (2; 1); (3; 1)g; B = f(2; 2); (3; 3)gのとき，不等号の向き
で２通りの線形計画問題が考えられる．

線形計画問題１は次のように書ける．b � �1 � a+ 2;b � �2 � a+ 1;b � �3 � a+ 1;b � �2 � a+ 2;b � �3 � a+ 3:
線形計画問題２は不等号の向きを変えて次のように書ける．b � �1 � a+ 2;b � �2 � a+ 1;b � �3 � a+ 1;b � �2 � a+ 2;b � �3 � a+ 3:
いずれの場合も，５個の半平面の共通部分として実行可能領域が表現されるので，それらを実際に描

いてみれば，実行可能領域があるかどうか，すなわち解をもつかどうかが分かる．

演習問題 3： 実際に実行可能領域を図示することにより，どちらの線形計画問題が実行可能解をもつか

を判断せよ．
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最短経路問題

問題P18:辺に正の重みをもつグラフG=(V, E, c)と２頂点s, tが
与えられたとき，sからtへの最小重み経路（最短経路）を求めよ．

この問題はダイクストラ法として知られる有名なアルゴリズムを
用いて効率よく解けることが知られているが，線形計画問題と
しても定式化できる．
用意すべき変数： di =頂点sから頂点viへの最短経路の長さ.

辺(vi,vj)の長さ（重み）をc(vi,vj)と表す．

このとき，制約式は
d1=0  (s=v1とする）
dj≦di +c(vi,vj) すべての辺(vi,vj)について，

ただし，vjはsとは異なること．

目的関数は
max dn ただし，vn=tとする．

変数の数が多いので多項式時間では解けるものの，ダイクストラ
法の方が効率が良い．

では，次に最短経路問題が線形計画問題として定式化できることを見よう．

最短経路問題とは，辺に正の重みをもつグラフ G = (V;E; 
)と２頂点 s; tが与えられたとき，sからtへの最小重み経路（最短経路）を求めよ，というものであった．
この問題はダイクストラ法として知られる有名なアルゴリズムを用いて効率よく解けることを学んだ

が，線形計画問題としても定式化できる．

用意すべき変数は，頂点 sから頂点 vi への最短経路の長さを表す di; i = 1; : : : ; nである．また，辺(vi; vj)の長さ（重み）を 
(vi; vj)と表すが，これは入力で与えられる定数である．このとき，制約式は，
次のように記述できる．d1 = 0 (s = v1と仮定する）dj � di + 
(vi; vj) ￥￥ すべての辺 (vi; vj)について，
ただし，vj は sとは異なること．
目的関数はmax dn
と表現される．ただし，目標点は最後の頂点，すなわち，vn = tとする．
このように，線形計画問題として定式化することは可能であるが，変数の数が多いので多項式時間で

は解けるものの，ダイクストラ法の方がはるかに効率が良い．
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演習問題 E7-4： 下記のグラフに対応する線形計画問題を実際に

書き下せ．

s
5

7

4

9

4

8
3

5

5 3

6

3
a

b

c

d

e

t

(s, a, b, c, d, e, t) 
= (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7)

と番号付けること．

d1 =0,
d2≦d1 + 7,
d2≦d6 + 8,
d2≦d4 + 4,
d3≦d1 + 5,
d3≦d5 + 5,
......

小さな例題で確かめてみよう．演習問題 4では，スライドに与えたグラフに対応する線形計画問題を
実際に書き下すことが要求されている．

図では英字を使って頂点を表現しているが，先に与えた線形計画問題の定式化とあわせるために，(s; a; b; 
; d; e; t) = (v1; v2; v3; v4; v5; v6; v7)
のように番号を付けよう．このとき，次のような制約式が得られる．d1 = 0;d2 � d1 + 7;  
(s; a) = 
(d1; d2) = 7に対応d2 � d6 + 8;  
(a; e) = 
(d2; d6) = 8に対応d2 � d4 + 4;d3 � d1 + 5;d3 � d5 + 5;: : : : : :
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整数計画問題

正確には整数線形計画問題．
制約式と目的関数が線形式でなければならない点は線形
計画問題と同じであるが，変数の値を整数に限定したもの．

様々な問題を整数計画問題として定式化できるという意味で
非常に強力な方法であるが，残念ながら多項式時間の
アルゴリズムは知られていない．

制約式と目的関数の係数は任意であるが，変数の値を0か1に
限定したものを0-1整数計画問題と呼ぶが，0-1整数計画問題
ですらNP完全であることが知られている．

線形計画問題について見てきたが，最近では更に強力な整数計画問題が注目を集めている．

正確には整数線形計画問題と呼ばれるものである．制約式と目的関数が線形式でなければならない点

は線形計画問題と同じであるが，変数の値を整数に限定したものである．より制約が強くなったので，

探索空間が狭まったのではないかという印象を持つかも知れないが，実際には探索空間は非常に大きく

なっている．線形計画問題では，実行可能領域を表す凸多面体の頂点だけが解の候補であったが，整数

線形計画問題では，実行可能領域に含まれる整数座標点がすべて解の候補となるからである．

様々な問題を整数計画問題として定式化できるという意味で非常に強力な方法であるが，残念ながら

多項式時間のアルゴリズムは知られていない．

制約式と目的関数の係数は任意であるが，変数の値を 0か 1に限定したものを 0� 1整数計画問題と
呼ぶが，0 � 1整数計画問題ですら NP 完全であることが知られている．つまり，整数線形計画問題を
解く多項式時間のアルゴリズムはほぼ絶望的である．では，それでもなぜ整数線形計画問題が注目され

ているかというと，理論的には多項式時間アルゴリズムは無理でも，多数の発見的手法により現実の問

題はかなり大きなサイズのものまで解けるようになったからである．
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整数計画問題として定式化できる問題

n個の論理変数を(x1, x2, ... , xn)とする．
論理変数xnまたはその否定¬xnをリテラルという．
３個のリテラルをOR∨で結んだものを節という．
節をAND∧で結んだものを3SAT式という．

F(x1, x2, x3)
= (x1∨¬x2∨ x3)∧(¬x1∨x2∨¬x3)∧(¬x1∨x2∨ x3)

真理値割り当て：各論理変数に真理値(0または1）を割り当てること

上の例で，
F(0,1,1) =  (0∨¬1∨ 1)∧(¬0∨1∨¬1)∧(¬0∨1∨ 1) =1
F(1,0,1) =  (1∨¬0∨ 1)∧(¬1∨0∨¬1)∧(¬1∨0∨ 1) =0

であるから，(0,1,1)という真理値割り当ては上式を充足するが，
(1,0,1)は充足しない．充足する真理値割り当てが存在するような
3SAT式は充足可能であるという．

では，整数計画問題として定式化できる問題にどんなものがあるか見てみよう．

最初の問題は論理式に関するものである．論理式というと純粋に数学の対象だと思われがちであるが，

実際的にも非常に応用範囲が広いので実用的である．

さて，n個の論理変数を (x1; x2; : : : ; xn)とする．論理変数 xnまたはその否定¬ xnをリテラルとい
う．３個のリテラルをOR∨で結んだものを節という．節をAND∧で結んだものを 3SAT式という．た
とえば，次のような論理関数を考えてみよう．F (x1; x2; x3) = (x1∨¬ x2∨ x3)∧ (¬ x1∨ x2∨¬ x3)∧ (¬ x1∨ x2∨ x3)
真理値割り当てとは，各論理変数に真理値 (0または 1）を割り当てることである．上の例では，F (0; 1; 1) = (0∨¬ 1∨ 1)∧ (¬ 0∨ 1∨¬ 1)∧ (¬ 0∨ 1∨ 1) = 1F (1; 0; 1) = (1∨¬ 0∨ 1)∧ (¬ 1∨ 0∨¬ 1)∧ (¬ 1∨ 0∨ 1) = 0
であるから，(0; 1; 1)という真理値割り当ては上式を充足するが，(1; 0; 1)は充足しない．充足する真理
値割り当てが存在するような 3SAT式は充足可能であるという．
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問題P19: (充足可能性問題3SAT)

n個の変数とm個の節からなる3SATの式が与えられたとき，

それが充足可能かどうかを判定し，充足可能なら，式を充足する
真理値割り当てを求めよ．

この問題は代表的なＮＰ完全問題である．

整数計画問題としての定式化
各論理変数の値を整数値0, 1に限定する制約式

0≦xi≦1, integer xi,  i=1, 2, ... , n

論理変数xiの否定¬xiは 1-xiと表現する．
各節に関する制約式

(x1∨¬x2∨ x3) => x1 + (1-x2) + x3≧1

後は各節に対応する制約式をANDの形で並べればよい．
(x1∨¬x2∨ x3)∧(¬x1∨x2∨¬x3)∧(¬x1∨x2∨ x3) => 

(x1∨¬x2∨ x3) => x1 + (1-x2) + x3≧1,
(¬x1∨x2∨¬x3) => (1-x1) + x2 + (1-x3)≧1,
(¬x1∨x2∨ x3) => (1-x1) + x2 + x3≧1.

次に考える問題は充足可能性問題 3SATである．
問題: (充足可能性問題 3SAT)n個の変数とm個の節からなる 3SATの式が与えられたとき，それが充足可能かどうかを判定し，充足
可能なら，式を充足する真理値割り当てを求めよ．

この問題は代表的なＮＰ完全問題であり，多項式時間のアルゴリズムは存在しそうにない．

この問題を整数計画問題として定式化してみよう．

まず，各論理変数の値を整数値 0; 1に限定する制約式は，0 � xi � 1, integer xi; i = 1; 2; : : : ; n
と表現できる．

論理変数 xiの否定¬ xiは 1� xi と表現する．したがって，各節に関する制約式は(x1∨¬ x2∨ x3)は x1 + (1� x2) + x3 � 1のように表現される．
後は各節に対応する制約式を ANDの形で並べればよい．よって，次式を得る．(x1∨¬ x2∨ x3)∧ (¬ x1∨ x2∨¬ x3)∧ (¬ x1∨ x2∨ x3) のそれぞれの節は次のように表現される．(x1∨¬ x2∨ x3) => x1 + (1� x2) + x3 � 1;(¬ x1∨ x2∨¬ x3) => (1� x1) + x2 + (1� x3) � 1;(¬ x1∨ x2∨ x3) => (1� x1) + x2 + x3 � 1:
このように，すべての論理式を線形の式に変換することが可能である．この場合，目的関数は実際に

は必要ではなく，すべての制約式を満たす解があるかどうかだけ調べればよい．

18



整数計画法の応用

下の４種類のパターンを用いて長方形を埋めることが可能か？
ただし，簡単のため，回転は許さないものとする．

P1 P2 P3 P4

指定された長方形

解の例

参照位置

整数計画法はまったく違う問題にも応用可能である．ここでは幾何的な組み合わせ問題について考え

てみよう．

スライドに示した４種類のパターンを用いて長方形を埋めることが可能かどうかを考えてみよう．た

だし，簡単のため，回転は許さないものとする．それぞれのパターンをどこに置くかを指定する必要が

あるが，ここでは，各パターンについて参照位置を一つだけ定め，それがどこに位置するかでパターン

の配置を決めることにする．

スライドの下の２つの図は，3� 4の升目を４つのパターンで被覆する方法を示したものである．
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長方形のセルへの番号付け

1  2   3   4

5  6   7   8

9  10 1112

変数：
P_i_j:パターンPiを場所jに置くとき１，

それ以外は0

制約条件
一つの場所はちょうど１つのパターンで占められる：
場所１を覆うには

P_1_1 + P_2_1 + P_3_1 = 1

パターン4は場所１には置けない．

具体的にするために，まずそれぞれの升目に順に通し番号をつける．ここでは，スライドに示したよ

うに，上から下に向けて，左から右への順に１から１２までの番号をつける．先にも述べたように，そ

れぞれのパターンには参照位置が定まっているので，それがどの番号のセルに来るかで配置が決まる．

たとえば，縦３個のセルからなるパターン P3 の参照位置は一番上のセルであるので，それが置けるの
は，長方形の一番上の行に限られる．

ここでパターンの位置を表す変数を用意する．具体的には，変数 Pi;jは値として 1または 0を取るが，
パターン Piを場所 jに置くとき１，それ以外は 0と決める．
もちろん，制約条件として，一つのセルはちょうど１つのパターンで占められなければならない．た

とえば，番号１のセルを覆うには，スライドに示した３通りしかない．つまり，パターン１の参照位置

を番号１に置くか，パターン２の参照位置を番号１に置くか，あるいはパターン３の参照位置を番号１

に置くかのどれかである．パターン４はこのセルには置けないので，P4;1 = 0である．セル１には，パ
ターン１，２，３のどれかを置かなければならないので，P1;1 + P2;1 + P3;1 � 1
でなければならない．また，２つ以上のパターンを同じ位置に置くことはできないから，P1;1 + P2;1 + P3;1 � 1
も成り立たないといけない．２つの制約式を合わせると，次の制約式となる．P1;1 + P2;1 + P3;1 = 1
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制約条件
一つのセルはちょうど１つのパターンで占められる：
場所６を覆うには

P_1_2 + P_1_5 + P_1_6 + P_2_5 + P_2_6 + P_3_2
+ P_4_2 + P_4_3 = 1

等々

セル６については，スライドに示した８通りの場合が考えられる．したがって，次の制約式を得る．P1;2 + P1;5 + P1;6 + P2;5 + P2;6 + P3;2 + P4;2 + P4;3 = 1
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制約条件
同じセルを２つのパターンで覆うことはできない．

P_1_2 = 1のとき（パターン１を場所２に置く）

現在ふさがっているところと抵触するパターン
は禁止しなければならない．

P_1_2 +P_1_1≦1 , P_1_2 + P_1_6 ≦1 , ..., P_1_2+P_4_3≦1

ここまでは，どのセルもちょうど１つのパターンで占められるという制約だけを考えてきた．もう一

つの制約は，同じセルを２つのパターンで覆うことはできないというものである．

スライドの左上の図は P1;2 = 1のとき（パターン１をセル２に置くとき）を示したものである．ここ
にパターン１を置いたことにより，その参照位置の右と下のセルもパターン１で覆われている．したがっ

て，参照位置だけでなく，それらのセルについても他のパターンで覆わないようにしなければならない．

つまり，現在ふさがっているところと抵触するパターンは禁止しなければならない．

この条件は次のように書くことができる．P1;2 + P1;1 � 1, P1;2 + P1;6 � 1, . . . , P1;2 + P4;3 � 1.
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制約条件
どのパターンも１度しか使わないとすると，
P_1_1 + P_1_2 + P_1_3 + P_1_5 + P_1_6 + P_1_7 < 1;

P_2_1 + P_2_2 + P_2_3 + P_2_5 + P_2_6 + P_2_7 
+ P_2_9 + P_2_10 + P_2_11< 1;

P_3_1 + P_3_2 + P_3_3 + P_3_4 < 1;

P_4_2 + P_4_3 + P_4_4 < 1;

整数線形計画問題としての具体的な式

最後の制約条件は，どのパターンも１度しか使わないとというものである．たとえば，パターン１に

ついては，パターン１を２か所以上には置かないようにすればよいから，P1;1 + P1;2 + P1;3 + P1;5 + P1;6 + P1;7 � 1
と表現できる．他のパターンについても同様である．P2;1 + P2;2 + P2;3 + P2;5 + P2;6 + P2;7 + P2;9 + P2;10 + P2;11 � 1,P3;1 + P3;2 + P3;3 + P3;4 � 1,P4;2 + P4;3 + P4;4 � 1.
正式に整数線形計画問題として記述したものが，このファイルに含まれている．これに lp solveを適
用すると解が得られる．
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