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本講義の内容

• 集合の演算

• 正規部分群

• 剰余類

• ラグランジュの定理

• 剰余群
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Operations over sets

Let ܩ be a group, ܪ a subset of ܩ, ∘ binary operation of ܩ, 
and ܽ ∈ .ܩ
Then, the operation over an element and a set is defined by;

ܽ ∘ ܪ ൌ ܽ ∘ ݄|݄ ∈ ܪ
• Sometimes operation is omitted and denoted as ܽܪ

Example
For a subset ܪ ൌ െ3,0,1,4 of Ժ, what 6 ൅ ?is	ܪ

Of course, we can define the following in the same manner:
• ܪ ∘ ܽ ൌ ݄ ∘ ܽ|݄ ∈ ܪ
• ଵܪ ∘ ଶܪ ൌ ݄ଵ ∘ ݄ଶ|݄ଵ ∈ ,ଵܪ ݄ଶ ∈ ଶܪ
• ଵିܪ ൌ ݄ିଵ|݄ ∈ ܪ
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集合の演算

• ܽ，の二項演算子ܩの部分集合，∘をܩをܪ，を群ܩ ∈ とするܩ

• このとき，集合と元との演算は以下で定義できる
ܽ ∘ ܪ ൌ ܽ ∘ ݄|݄ ∈ ܪ

• 二項演算子が省略されてܽܪと表記することが多い

例
• Ժの部分集合ܪ ൌ െ3,0,1,4 とするとき，6 ൅ ？はܪ

• もちろん，以下の演算も同様に定義できる．
• ܪ ∘ ܽ ൌ ݄ ∘ ܽ|݄ ∈ ܪ
• ଵܪ ∘ ଶܪ ൌ ݄ଵ ∘ ݄ଶ|݄ଵ ∈ ,ଵܪ ݄ଶ ∈ ଶܪ
• ଵିܪ ൌ ݄ିଵ|݄ ∈ ܪ

6



/25

Preliminaries: 
equivalence relation and equivalence class

Definition 9.1（Equivalence relation）
A relation ~ is an equivalence relation if it has the following 
three properties

（1）Reflectivity：ܵ ∋ ݔ~ݔ，ݔ∀
（2）Symmetry：ܵ ∋ ,ݔ ݕ~ݔ，ݕ ⇒ ݔ~ݕ
（3）Transitivity：ܵ ∋ ,ݔ ,ݕ ,ݕ~ݔ，ݖ ݖ~ݕ ⇒ ݖ~ݔ

Definition 9.2（Equivalence class）
Assume that an equivalence relation ~ is defined on a set S. 
For ܵ ∋ ܽ, the set of elements equivalent to ܽ is the 
equivalence class with representative element  ܽ, and 
denoted by  തܽ, that is, 

തܽ ൌ ݔ ∈ ݔ~ܽ|ܵ
7
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準備：同値関係と同値類

• 定義9.1（同値関係）
• 集合ܵ上の関係~が同値関係であるとは，以下の3つの性質が成り立つことである

（1）反射律：ܵ ∋ ݔ~ݔ，に対してݔ∀
（2）対称律：ܵ ∋ ,ݔ ݕ~ݔ，に対してݕ ⇒ ݔ~ݕ
（3）推移律：ܵ ∋ ,ݔ ,ݕ ,ݕ~ݔ，に対してݖ ݖ~ݕ ⇒ ݖ~ݔ

• 定義9.2（同値類）
• 集合ܵ上に同値関係~が定義されているとき，ܵ ∋ ܽに対してܽに同値である元を全

て集めた集合を，ܽを代表元とする同値類とよび， തܽとかく
തܽ ൌ ݔ ∈ ݔ~ܽ|ܵ
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Classification by subgroup
Theorem 9.1

Let ܪ be a subgroup of a group ܩ. Then for ܽ, ܾ ∈  the conditions from (1) ,ܩ
to (5), and from (1’) to (5’) are equivalent, respectively.

ܪܽ（1） ൌ ଵܾିܽ（2），ܪܾ ∈ ܾ（3），ܪ ∈ ܽ（4），ܪܽ ∈ ܪܽ（5），ܪܾ ∩ ܪܾ ് ߶
ܽܪ（’1） ൌ ଵିܾܽ（’2），ܾܪ ∈ ܾ（’3），ܪ ∈ ܽ（’4），ܽܪ ∈ ܽܪ（’5），ܾܪ ∩ ܾܪ ് ߶

Proof
• （1）⇒（2）：
Since ܾ ∈ ܪܾ ൌ ,ܪܽ there is an ݄ in ܪ that satisfies ܾ ൌ ݄ܽ.	Therefore, 
ܽିଵܾ ൌ ݄ ∈ ܪ

• （2）⇒（3）：
仮By assumption, there is an ݄ in ܪ that satisfies ܽିଵܾ ൌ ݄. Therefore, 
ܾ ൌ ݄ܽ ∈ ܪܽ

• （3）⇒（4）：
By assumption, there is an ݄ in ܪ with	ܾ ൌ ݄ܽ. Therefore, ܽ ൌ ܾ݄ିଵ ∈ ܪܾ

• （4）⇒（5）：By assumption and ܽ ∈ ܽ we have ,ܪܽ ∈ ܪܽ ∩   ,Therefore .ܪܾ
ܪܽ ∩ ܪܾ ് ߶

• （5）⇒（1）：Omitted
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部分群による類別

• 定理9.1
• 群ܩの部分群をܪとするとき，ܽ, ܾ ∈ について，次の（1）から（5）の条件，及び（1’）ܩ

から（5’）は同値である
• ܪܽ（1） ൌ ଵܾିܽ（2），ܪܾ ∈ ܾ（3），ܪ ∈ ܽ（4），ܪܽ ∈ ܪܽ（5），ܪܾ ∩ ܪܾ ് ߶
• ܽܪ（’1） ൌ ଵିܾܽ（’2），ܾܪ ∈ ܾ（’3），ܪ ∈ ܽ（’4），ܽܪ ∈ ܽܪ（’5），ܾܪ ∩ ܾܪ ് ߶

• 証明
• （1）⇒（2）：
ܾ ∈ ܪܾ ൌ よりܾܪܽ ൌ ݄ܽを満たすܪの元݄がある．ゆえに，ܽିଵܾ ൌ ݄ ∈ ܪ

• （2）⇒（3）：
仮定よりܽିଵܾ ൌ ݄を満たすܪの元݄がある．ゆえに，ܾ ൌ ݄ܽ ∈ ܪܽ

• （3）⇒（4）：
仮定よりܾ ൌ ݄ܽを満たすܪの元݄がある．ゆえに，ܽ ൌ ܾ݄ିଵ ∈ ܪܾ

• （4）⇒（5）：仮定とܽ ∈ よりܽܪܽ ∈ ܪܽ ∩ ܪܽ，ゆえに．ܪܾ ∩ ܪܾ ് ߶
• （5）⇒（1）：省略
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Normal subgroup （1/2）

Definition 9.3
• A subgroup ܰ of a group ܩ	satisfies the following,  ܰ is said to 
be a normal subgroup of ܩ, and denoted by ܩ ⊳ ܰ

ܽܰ ൌ ܰܽ		 ∀ܽ ∈ ܩ

Note
• The	equation	is	equivalent	to	 ܽିଵܰܽ ൌ ܰ	 ∀ܽ ∈ ܩ
• When ܩ is commutative group, any subgroup is normal 
subgroup

11



/25

正規部分群（1/2）

• 定義9.3
• 群ܩの部分群ܰが次式を満たすとき，ܰはܩの正規部分群であるといい，
ܩ ⊳ ܰとかく

ܽܰ ൌ ܰܽ		 ∀ܽ ∈ ܩ
• 注意

• 上式は ܽିଵܰܽ ൌ ܰ	 ∀ܽ ∈ ܩ と同値

• が可換群のとき，任意の部分群は正規部分群であるܩ

12
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Normal subgroup （2/2）

Theorem 9.2
If a subgroup ܰ of ܩsatisfies the following, we have ܩ ⊳ ܰ

ܽିଵܰܽ ⊆ ܰ		 ∀ܽ ∈ ܩ
Proof 

Since ܰ ൌ ܽܽିଵܰܽܽିଵ ⊆ ܽܰܽିଵ ⊆ ܰ,	we	have	ܰ ൌ ܽܰܽିଵ．
Therefore,	we	have	ܰܽ ൌ ܽܰ, and	hence,		
ܰ is	a	normal	subgroup	of	ܩ ܩ） ⊳ ܰ）.

Example of a group (rotation of triangle)
• Subgroups of ܩ are following six; 
݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ , ݁, ,ݎ ℓ , ݁, ܽ , ݁, ܾ , ݁, ܿ , ݁

• Among them, normal subgroups are;	 ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ , ݁, ,ݎ ℓ , ݁

13
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正規部分群（2/2）

• 定理9.2
• 群ܩの部分群ܰが次式を満たすならば，ܩ ⊳ ܰである

ܽିଵܰܽ ⊆ ܰ		 ∀ܽ ∈ ܩ
• 証明

• ܰ ൌ ܽܽିଵܰܽܽିଵ ⊆ ܽܰܽିଵ ⊆ ܰより，ܰ ൌ ܽܰܽିଵ．ゆえに， ܰܽ ൌ ܽܰが
成り立つため，ܰはܩの正規部分群（ܩ ⊳ ܰ）である

• 群（三角形の回転）の例
• ，の部分群はܩ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ , ݁, ,ݎ ℓ , ݁, ܽ , ݁, ܾ , ݁, ܿ , ݁ の6つ
• この中で正規部分群は， ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ , ݁, ,ݎ ℓ , ݁

14
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Confirm that   ଵ is a normal subgroup

• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• ݎ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ 		ݎ ൌ ,ݎ ℓ, ݁
• ℓ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ ℓ		 ൌ ℓ, ݁, ݎ
• ܽ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ ܽ		 ൌ ܽ, ܾ, ܿ
• ܾ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ ܾ		 ൌ ܾ, ܿ, ܽ
• ܿ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ ܿ		 ൌ ܿ, ܽ, ܾ
⇒ ݃ ଵܰ ൌ ଵܰ݃		 ∀݃ ∈ ܩ

15

∘ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
݁ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
ݎ ݎ ℓ ݁ ܾ ܿ ܽ
ℓ ℓ ݁ ݎ ܿ ܽ ܾ
ܽ ܽ ܿ ܾ ݁ ℓ ݎ
ܾ ܾ ܽ ܿ ݎ ݁ ℓ
ܿ ܿ ܾ ܽ ℓ ݎ ݁
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ଵ が正規部分群であることを確
かめる

• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• ݎ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ 		ݎ ൌ ,ݎ ℓ, ݁
• ℓ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ ℓ		 ൌ ℓ, ݁, ݎ
• ܽ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ ܽ		 ൌ ܽ, ܾ, ܿ
• ܾ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ ܾ		 ൌ ܾ, ܿ, ܽ
• ܿ ∘ ݁, ,ݎ ℓ ൌ ݁, ,ݎ ℓ ∘ ܿ		 ൌ ܿ, ܽ, ܾ
⇒ ݃ ଵܰ ൌ ଵܰ݃		 ∀݃ ∈ ܩ
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∘ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
݁ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
ݎ ݎ ℓ ݁ ܾ ܿ ܽ
ℓ ℓ ݁ ݎ ܿ ܽ ܾ
ܽ ܽ ܿ ܾ ݁ ℓ ݎ
ܾ ܾ ܽ ܿ ݎ ݁ ℓ
ܿ ܿ ܾ ܽ ℓ ݎ ݁
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Confirm that  ଶ is not a normal 
subgroup

• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• For ܽ ∈ ܩ

• ܽ ∘ ݁, ܽ ൌ ܽ, ݁
• ݁, ܽ ∘ ܽ ൌ ܽ, ݁
• ܽ ∘ ݁, ܽ ൌ ݁, ܽ ∘ ܽ

• For ݎ ∈ ܩ
• ݎ ∘ ݁, ܽ ൌ ,ݎ ܿ
• ݁, ܽ ∘ ݎ ൌ ,ݎ ܾ
• ݎ ∘ ݁, ܽ ് ݁, ܽ ∘ ݎ

17

∘ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
݁ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
ݎ ݎ ℓ ݁ ܾ ܿ ܽ
ℓ ℓ ݁ ݎ ܿ ܽ ܾ
ܽ ܽ ܿ ܾ ݁ ℓ ݎ
ܾ ܾ ܽ ܿ ݎ ݁ ℓ
ܿ ܿ ܾ ܽ ℓ ݎ ݁
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ଶ が正規部分群でないことを確か
める

• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• ܽ ∈ の場合ܩ

• ܽ ∘ ݁, ܽ ൌ ܽ, ݁
• ݁, ܽ ∘ ܽ ൌ ܽ, ݁
• ܽ ∘ ݁, ܽ ൌ ݁, ܽ ∘ ܽ

• ݎ ∈ の場合ܩ
• ݎ ∘ ݁, ܽ ൌ ,ݎ ܿ
• ݁, ܽ ∘ ݎ ൌ ,ݎ ܾ
• ݎ ∘ ݁, ܽ ് ݁, ܽ ∘ ݎ
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∘ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
݁ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
ݎ ݎ ℓ ݁ ܾ ܿ ܽ
ℓ ℓ ݁ ݎ ܿ ܽ ܾ
ܽ ܽ ܿ ܾ ݁ ℓ ݎ
ܾ ܾ ܽ ܿ ݎ ݁ ℓ
ܿ ܿ ܾ ܽ ℓ ݎ ݁
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For Residue Class (or coset)
• You can define equivalence relation on elements in a group ܩ

• Once	we	have	equivalence	relation,	the	group	ܩ can	be	partitioned	by	
equivalence	class

• Using	a	subset	ܪ of	a	group	ܩ,	we	consider	an	equivalence	
relation	~

• When ܽܪ ൌ ,ܽ	,ܪܾ ܾ ∈ ܩ are	left	equivalent for	ܪ.
• This	quotient	set	given	by	the	left	equivalent	relation	is	called	left	
residue	class	ሺor	left	cosetሻ.	

• Let	 തܾ be	the	set	of	left	equivalent	elements	to	ܾ ∈ then	,ܩ
തܾ ൌ ܽ|ܾିଵܽ ∈ ܪ

• Since ܾିଵܽ ∈ ܪ ⇔ ܽ ∈ 	have	we	,ܪܾ തܾ ൌ .ܪܾ

• That	is,	the	set	of	left	equivalent	elements	of		ܾ ∈ ܩ is	ܾܪ.

19
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剰余類について

• 群ܩの元に同値関係を定義できる
• 同値関係があるということは，群ܩを同値類に分けることができる

• 群ܩの部分集合ܪを使って同値関係~を考える
• ܪܽ ൌ ,ܽ，のときܪܾ ܾ ∈ に関して左合同であるというܪはܩ

• この左合同という同値関係によって作られた商集合を左剰余類という

• ここで，ܾ ∈ と左合同な元を全て集めた集合をܩ തܾとおくと
തܾ ൌ ܽ|ܾିଵܽ ∈ ܪ

• ܾିଵܽ ∈ ܪ ⇔ ܽ ∈ ，よりܪܾ തܾ ൌ となるܪܾ

• つまり，ܾ ∈ であるܪと左合同な元全体からなる集合はܾܩ

20
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Definitions for Residue Class (or coset)

Definition 9.4
Let ܩ be a group, ܪ a subgroup of ܩ, and ܽ, ܾ ∈ ܪܽ	When .ܩ ൌ ܽ  ,ܪܾ
and ܾ are left congruence modulo ܪ.	Similarly, when ܽܪ ൌ ܽ ,ܾܪ and ܾ
are right congruence modulo ܪ.

Definition 9.5
Let ܩ be a group, ܪ a subgroup of ܩ, and ܽ ∈ 	.ܩ The set of left 
congruence elements to ܽ modulo ܪ is left residue class (or left coset) of 
ܽ modulo ܪ (left residue class of ܪ). The set of right congruence 
elements to ܽ modulo ܪ is right residue class of modulo ܪ (right residue 
class of ܪ).  Especially, since ܪ ൌ ܪ1 ൌ ܪ ,1ܪ itself is left residue class 
and right residue class.

• For a normal subgroup, its left residue class is equal to the right residue 
class.

21
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剰余類に関係する定義

• 定義9.4
• ,ܽ，の部分群としܩをܪ，を群ܩ ܾ ∈ ܪܽ．とするܩ ൌ を法とܪのとき，ܽとܾはܪܾ

して左合同であるという．同様に，ܽܪ ൌ を法として右合ܪのとき，ܽとܾはܾܪ
同であるという．

• 定義9.5
• ܽ，の部分群としܩをܪ，を群ܩ ∈ を法としてܽと左合同でܪ，とする．このときܩ

あるܩの元全体の集合をܽのܪを法とする左剰余類（ܪの左剰余類）という．ま
た，ܪを法としてܽと右合同であるܩの元全体の集合をܽのܪを法とする右剰余
類（ܪの右剰余類）という．特に，ܪ ൌ ܪ1 ൌ 自身は左剰余ܪ，1であるからܪ
類かつ右剰余類である．

• 正規部分群の右剰余類と左剰余類は一致する

22
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Residue Class （1/2）
Theorem 9.3

• Let ܩ be a group, ܪ a subgroup of G, and ܽ ∈  Then the relation of the .ܩ
left congruence modulo ܪ （ܽ~ܾ

ୢୣ୤
ܪܽ ൌ （ܪܾ is equivalence relation, and 

the equivalence class  ݔ ൌ ܩ|ܽ ∋ ݔ containing ܽ of ܩ is ܽܪ. Similar claim 
holds for the right congruence.

Proof (for left congruence)
1. First we show that ~ is an equivalence relation:

（1）Reflective：For ܩ ∋ ܽ, since ܽܪ ൌ ܪܽ we have ܽ~ܽ
（2）Symmetry：For ܩ ∋ ܽ, ܾ,	ܽ~ܾ ⇔ ܪܽ ൌ ܪܾ ⇔ ܪܾ ൌ ܪܽ ⇔ ܾ~ܽ
（3）Transitive：For ܩ ∋ ܽ, ܾ, ܿ，ܽ~ܾ, ܾ~ܿ ⇔ ܪܽ ൌ ,ܪܾ ܪܾ ൌ ܪܿ ⇔ ܪܽ ൌ ܪܿ ⇔
ܽ~ܿ

2. Next, on the relation of the left congruence modulo ܪ, we show that ܺ ൌ
ݔ ൌ ܩ|ܽ ∋ ݔ 	implies ܺ ൌ ܺ That is, we show .ܪܽ ⊇ ܪܽ and ܺ ⊆ .ܪܽ

23
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剰余類（1/2）

• 定理9.3
• ܽ，の部分群としܩをܪ，を群ܩ ∈ を法として左合同ܪ，とする．このときܩ

という関係（ܽ~ܾ
ୢୣ୤

ܪܽ ൌ のܽを含む同値類ܩ，は同値関係で（ܪܾ
ݔ ൌ ܩ|ܽ ∋ ݔ はܽܪである．右合同についても同様に成り立つ．

• 証明（左合同について）
• ~が同値関係であることを示す

• （1）反射律：ܩ ∋ ܽに対して，ܽܪ ൌ ܽ~ܽ，よりܪܽ
• （2）対称律：ܩ ∋ ܽ, ܾに対して，ܽ~ܾ ⇔ ܪܽ ൌ ܪܾ ⇔ ܪܾ ൌ ܪܽ ⇔ ܾ~ܽ
• （3）推移律：ܩ ∋ ܽ, ܾ, ܿに対して，ܽ~ܾ, ܾ~ܿ ⇔ ܪܽ ൌ ,ܪܾ ܪܾ ൌ ܪܿ ⇔ ܪܽ ൌ ܪܿ ⇔
ܽ~ܿ

• 次に，ܪを法として左合同という関係において，ܺ ൌ ݔ ൌ ܩ|ܽ ∋ ݔ とす
るときܺ ൌ ܺ，となることを示す，すなわちܪܽ ⊇ かつܺܪܽ ⊆ を示すܪܽ

24
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Residue Class （2/2）

（Proof continued）
• We show ܽܪ ⊆ ܺ （ܺ ൌ ݔ ൌ ܩ|ܽ ∋ ݔ ）

• It is sufficient to show that ܽܪ ∋ ∀݄ܽ is equivalence relation to ܽ.
• ܽିଵ ݄ܽ ൌ ܽିଵܽ ݄ ൌ ݄ ∈ ܪ
• By Theorem 9.1, ݄ܽ~ܽ
• Therefore, since ∀݄ܽ ⊆ ܺ, we have ܽܪ ⊆ ܺ

• We show ܺ ⊆ ܪܽ
• For any ܺ ∋ ܪݔ ,that is，ܽ~ݔ we have ,ݔ∀ ൌ ܪܽ
• Since ܪ ∋ ܪݔ ,1 ∋ ݔ
• Thus 	ܽܪ ∋ ݔ
• Hence ܽܪ ⊇ ܺ

• Therefore, the equivalence class including	ܽ is ܽܪ.
• For right congruence is similar.
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剰余類（2/2）
• （証明のつづき）

• ܪܽ ⊆ ܺ を示す（ܺ ൌ ݔ ൌ ܩ|ܽ ∋ ݔ ）
• ܪܽ ∋ ∀݄ܽがܽと同値関係であることを示せばよい

• ܽିଵ ݄ܽ ൌ ܽିଵܽ ݄ ൌ ݄ ∈ ܪ
• 定理9.1より，݄ܽ~ܽ
• ゆえに，∀݄ܽ ⊆ ܺよりܽܪ ⊆ ܺ

• ܺ ⊆ を示すܪܽ
• ܺ ∋ ܪݔすなわち，ܽ~ݔをとるとݔ∀ ൌ ܪܽ
• ܪ ∋ 1より，ܪݔ ∋ ݔ
• よって，ܽܪ ∋ ݔ
• ゆえに，ܽܪ ⊇ ܺ

• したがって，ܽを含む同値類はܽܪとなる

• 右合同についても同様
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Complete system of representatives

Partition of ܩ according to the equivalence relation of “the left 
congruence modulo ܪ” into disjoint sets  ܪܽ :

ܩ ൌራܽ௜ܪ
௜∈ூ

ൌ෍ܽ௜ܪ
௜∈ூ

• This is called left coset partition of ܩ by ܪ
• ܫ is the set of indices of the left residue class

• The whole set of the left residue classes is denoted by ܩ ⁄ܪ ൌ
ܽ௜ܪ ௜∈ூ

• The set  ܽ௜ ௜∈ூ of representative elements ܽ௜ for each left 
residue class is called complete system of representatives of 
ܩ ⁄ܪ .

• The set of the right residue classes of ܪ is denoted by ܪ ∖ .ܩ
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完全代表系

• という同値関係でdisjointな集合「を法として左合同ܪ」をܩ ܪܽ に
分割する

ܩ ൌራܽ௜ܪ
௜∈ூ

ൌ෍ܽ௜ܪ
௜∈ூ

• これをܩのܪによる左分解とよぶ

• は左剰余類の添字集合であるܫ

• 左剰余類の全体をܩ ⁄ܪ ൌ ܽ௜ܪ ௜∈ூで表す

• 各左剰余類の代表元ܽ௜の集合 ܽ௜ ௜∈ூをܩ ⁄ܪ の完全代表系という

• ܪの右剰余類の全体をܪ ∖ と表すܩ
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Left residue class of  ଶ

• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• For	each	element,	find	the	set	of	elements	of	left	congruence:

• ݁ ଶܰ ൌ ݁, ܽ , ݎ ଶܰ ൌ ,ݎ ܿ , ℓ ଶܰ ൌ ℓ, ܾ
• ܽ ଶܰ ൌ ܽ, ݁ , ܾ ଶܰ ൌ ܾ, ℓ , ܿ ଶܰ ൌ ܿ, ݎ

• Therefore, the left residue class is:
• ݁, ܽ , ,ݎ ܿ , ℓ, ܾ

• The left coset partition of ܩ by  ଶܰ
• ܩ ൌ ଶܰ ൅ ݎ ଶܰ ൅ ℓ ଶܰ

29

∘ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
݁ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
ݎ ݎ ℓ ݁ ܾ ܿ ܽ
ℓ ℓ ݁ ݎ ܿ ܽ ܾ
ܽ ܽ ܿ ܾ ݁ ℓ ݎ
ܾ ܾ ܽ ܿ ݎ ݁ ℓ
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ଶ の左剰余類

• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• 各元に対して左合同な元の集合を求める

• ݁ ଶܰ ൌ ݁, ܽ , ݎ ଶܰ ൌ ,ݎ ܿ , ℓ ଶܰ ൌ ℓ, ܾ
• ܽ ଶܰ ൌ ܽ, ݁ , ܾ ଶܰ ൌ ܾ, ℓ , ܿ ଶܰ ൌ ܿ, ݎ

• よって，左剰余類は以下
• ݁, ܽ , ,ݎ ܿ , ℓ, ܾ

• のܩ ଶܰによる左分解
• ܩ ൌ ଶܰ ൅ ݎ ଶܰ ൅ ℓ ଶܰ

30

∘ ݁ ݎ ℓ ܽ ܾ ܿ
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Right residue class of  ଶ

• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• For	each	element,	find	the	set	of	elements	of	right	congruence:

• ଶܰ݁ ൌ ݁, ܽ , ଶܰݎ ൌ ,ݎ ܾ , ଶܰℓ ൌ ℓ, ܿ
• ଶܰܽ ൌ ܽ, ݁ , ଶܾܰ ൌ ܾ, ݎ , ଶܰܿ ൌ ܿ, ℓ

• Therefore, the right residue class is:
• ݁, ܽ , ,ݎ ܾ , ℓ, ܿ

• The right coset partition of ܩ by  ଶܰ
• ܩ ൌ ଶܰ ൅ ଶܰݎ ൅ ଶܰℓ

• The left and right coset partition of  ଶܰ ൌ ݁, ܽ are not equal to.
which means that  ଶܰ ൌ ݁, ܽ is not normal subgroup.
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ଶ の右剰余類
• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• 各元に対して右合同な元の集合を求める

• ଶܰ݁ ൌ ݁, ܽ , ଶܰݎ ൌ ,ݎ ܾ , ଶܰℓ ൌ ℓ, ܿ
• ଶܰܽ ൌ ܽ, ݁ , ଶܾܰ ൌ ܾ, ݎ , ଶܰܿ ൌ ܿ, ℓ

• よって，右剰余類は以下
• ݁, ܽ , ,ݎ ܾ , ℓ, ܿ

• のܩ ଶܰによる右分解
• ܩ ൌ ଶܰ ൅ ଶܰݎ ൅ ଶܰℓ

• ଶܰ ൌ ݁, ܽ の左剰余類と右剰余類は一致しない
• これは， ଶܰ ൌ ݁, ܽ が正規部分群でないことを意味している
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Residue class of  ଵ

• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• For	each	element,	find	the	set	of	left	congruent

• ݁ ଵܰ ൌ ݁, ,ݎ ℓ , ݎ ଵܰ ൌ ,ݎ ℓ, ݁ , ℓ ଵܰ ൌ ℓ, ݁, ݎ
• ܽ ଵܰ ൌ ܽ, ܾ, ܿ , ܾ ଵܰ ൌ ܾ, ܿ, ܽ , ܿ ଵܰ ൌ ܿ, ܽ, ܾ

• For	each	element,	find	the	set	of	right	congruent
• ଵܰ݁ ൌ ݁, ,ݎ ℓ , ଵܰݎ ൌ ,ݎ ℓ, ݁ , ଵܰℓ ൌ ℓ, ݁, ݎ
• ଵܰܽ ൌ ܽ, ܿ, ܾ , ଵܾܰ ൌ ܾ, ܽ, ܿ , ଵܰܿ ൌ ܿ, ܾ, ܽ

• Then, the left and right congruent are equal to each other as
• ݁, ,ݎ ℓ , ܽ, ܾ, ܿ
• Thus	 ଵܰ ൌ ݁, ,ݎ ℓ is a normal subgroup

• The partition of ܩ	by  ଵܰ
• ܩ ൌ ଵܰ ൅ ܽ ଵܰ ൌ ଵܰ ൅ ଵܰܽ
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ଵ の剰余類
• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• 各元に対して左合同な元の集合を求める

• ݁ ଵܰ ൌ ݁, ,ݎ ℓ , ݎ ଵܰ ൌ ,ݎ ℓ, ݁ , ℓ ଵܰ ൌ ℓ, ݁, ݎ
• ܽ ଵܰ ൌ ܽ, ܾ, ܿ , ܾ ଵܰ ൌ ܾ, ܿ, ܽ , ܿ ଵܰ ൌ ܿ, ܽ, ܾ

• 各元に対して右合同な元の集合を求める
• ଵܰ݁ ൌ ݁, ,ݎ ℓ , ଵܰݎ ൌ ,ݎ ℓ, ݁ , ଵܰℓ ൌ ℓ, ݁, ݎ
• ଵܰܽ ൌ ܽ, ܿ, ܾ , ଵܾܰ ൌ ܾ, ܽ, ܿ , ଵܰܿ ൌ ܿ, ܾ, ܽ

• よって，左剰余類と右剰余類は以下で一致
• ݁, ,ݎ ℓ , ܽ, ܾ, ܿ
• ଵܰ ൌ ݁, ,ݎ ℓ は正規部分群である

• のܩ ଵܰによる分解
• ܩ ൌ ଵܰ ൅ ܽ ଵܰ ൌ ଵܰ ൅ ଵܰܽ
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Order of  ,  ଵ ଶ

• Left coset partition of ܩ by ଵܰ ൌ ݁, ,ݎ ℓ
• ܩ ൌ ଵܰ ൅ ܽ ଵܰ ൌ ݁ ൅ ܽ ଵܰ

• Left coset partition of ܩ by ଶܰ ൌ ݁, ܽ
• ܩ ൌ ଶܰ ൅ ݎ ଶܰ ൅ ℓ ଶܰ ൌ ݁ ൅ ݎ ൅ ℓ ଶܰ

• The number of elements of each left residue class is the same
• Therefore, the order of  ଵܰ, ଶܰ divides the order of ܩ
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と ଵ ଶ の位数について

• ܩ の ଵܰ ൌ ݁, ,ݎ ℓ による左分解
• ܩ ൌ ଵܰ ൅ ܽ ଵܰ ൌ ݁ ൅ ܽ ଵܰ

• ܩ の ଶܰ ൌ ݁, ܽ による左分解
• ܩ ൌ ଶܰ ൅ ݎ ଶܰ ൅ ℓ ଶܰ ൌ ݁ ൅ ݎ ൅ ℓ ଶܰ

• 各剰余類の元の個数は同じである

• よって， ଵܰ, ଶܰの位数は，ܩの位数の約数になっている
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index
• When ܩ ⁄ܪ 	is a finite set, so ܪ ∖ ܩ is, and the number of the left and right 
congruent are equal to each other.

• This number is denoted by  ܪ:ܩ , and called index of ܪ	on ܩ.
• When  ܪ:ܩ ൌ ݊, we have ܩ ൌ ܽଵܪ ൅⋯൅ ܽ௡ܪ
• Especially, note that  :ܩ ݁ ൌ ܩ , :ܩ ܩ ൌ 1.
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指数

• ܩ ⁄ܪ が有限集合であるときܪ ∖ も有限集合であり，左剰余類の個数と右ܩ
剰余類の個数が一致する

• これを ܪ:ܩ で表し，ܪのܩにおける指数と呼ぶ

• ܪ:ܩ ൌ ݊のとき，ܩ ൌ ܽଵܪ ൅⋯൅ ܽ௡ܪとなる

• 特に， :ܩ ݁ ൌ ܩ , :ܩ ܩ ൌ 1となることに注意
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Lagrange’s Theorem

Theorem 9.4（Lagrange’s Theorem）
Let ܩ be a finite group, and ܪ a subgroup of ܩ. Then
（1） ܩ ൌ ܪ:ܩ ܪ , that is,  ܪ:ܩ ൌ ܩ / ܪ
（2）Both of order and index of ܪ divide the order of ܩ

Proof 
For the right coset partition ܩ ൌ ∑ ௜௡ܽܪ

௜ୀଵ 	by	ܪ,	we have  ܩ ൌ ∑ ௜௡ܽܪ
௜ୀଵ

Here since ݊ ൌ ܪ:ܩ , ܪ ൌ ௜ܽܪ ,		we have （1）.
（2） is clear from （1）.

Corollary 9.1
For any finite group ܩ of order ℓ, the order of ∀ܽ ∈ ܩ divides  ℓ. Especially, 
we have

ܽℓ ൌ 1
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ラグランジュの定理

• 定理9.4（ラグランジュの定理）
• の部分群とするܩをܪ，を有限群ܩ

• （1） ܩ ൌ ܪ:ܩ ܪ ，すなわち ܪ:ܩ ൌ ܩ / ܪ
• の位数の約数であるܩの位数も指数も共にܪ（2）

• 証明
• ܩ ൌ ∑ ௜௡ܽܪ

௜ୀଵ をܪによる右分解とすれば， ܩ ൌ ∑ ௜௡ܽܪ
௜ୀଵ となる．

• ここで，݊ ൌ ܪ:ܩ , ܪ ൌ ௜ܽܪ であるから（1）が成り立つ

• （2）は（1）より明らか

• 系9.1
• 位数ℓの有限群ܩにおいて，∀ܽ ∈ ，の位数はℓの約数である．特にܩ

ܽℓ ൌ 1
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Example of Lagrange’s Theorem

Example
• ܩ ൌ 1, ݅, ݅ଶ, ݅ଷ is a subgroup of ԧ∗, multiplicative group of 
complex numbers without 0.

• ܩ ൌ 4
• What the order of a subgroupܪ ൌ ݅ଶ 	of ܩ?

• ݅ଶ ൌ െ1, ݅ଶ ଶ ൌ 1, ݅ଶ ଷ ൌ െ1,⋯
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ラグランジュの定理の例

例

• ܩ ൌ 1, ݅, ݅ଶ, ݅ଷ は，0でない複素数のつくる乗法群ԧ∗の
部分群

• ܩ ൌ 4
• ܪの部分群ܩ ൌ ݅ଶ の位数は？

݅ଶ ൌ െ1, ݅ଶ ଶ ൌ 1, ݅ଶ ଷ ൌ െ1,⋯
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For a normal subgroup ଵ
• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• ଵܰ is	residue class and normal subgroup of ܩ.
• Consider a set  ଵܰ, ܽ ଵܰ on ܩ ൌ ଵܰ ൅ ܽ ଵܰ

• ଵܰ
ଶ ൌ ଵܰ

• ଵܰ ∘ ܽ ଵܰ ൌ ܽ ଵܰ
• ܽ ଵܰ ∘ ଵܰ ൌ ܽ ଵܰ
• ܽ ଵܰ ∘ ܽ ଵܰ ൌ ଵܰ

• As in the right table, the group constructed by residue class is called 
residue class group.

• If there is a normal subgroup, we have hierarchy of level 2.

		ܩ ⊃ 		 ଵܰ 		⊃ 		݁

43

ଵܰ ܽ ଵܰ

ଵܰ ଵܰ ܽ ଵܰ

ܽ ଵܰ ܽ ଵܰ ଵܰ

（order 6）（order 3）（order 1）

R.C.G
（order 2）

R.C.G
（order 3）
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正規部分群 ଵ について

• ܩ ൌ ݁, ,ݎ ℓ, ܽ, ܾ, ܿ
• ଵܰはܩの剰余類かつ正規部分群である

• ܩ ൌ ଵܰ ൅ ܽ ଵܰで ଵܰ, ܽ ଵܰ という集合を考える
• ଵܰ

ଶ ൌ ଵܰ
• ଵܰ ∘ ܽ ଵܰ ൌ ܽ ଵܰ
• ܽ ଵܰ ∘ ଵܰ ൌ ܽ ଵܰ
• ܽ ଵܰ ∘ ܽ ଵܰ ൌ ଵܰ

• 右表のように，剰余類で構成される群を剰余群とよぶ

• 正規部分群があると2階建て構造を持つ

		ܩ ⊃ 		 ଵܰ 		⊃ 		݁
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ଵܰ ܽ ଵܰ

ଵܰ ଵܰ ܽ ଵܰ

ܽ ଵܰ ܽ ଵܰ ଵܰ

（位数6） （位数3） （位数1）

剰余群
（位数2）

剰余群
（位数3）
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Residue class group

• Let ܩ be a group, and ܰ normal subgroup of ܩ.
• Then,	its	residue	class ݃ ∘ ܰ|݃ ∈ ܩ is	a	group.
• This	group	is	called	residue	class	group for	ܰ,	and	denoted	by	ܩ ܰ⁄
• For any element  ܽܰ, ܾܰ  in ܩ ܰ⁄ ൈ ܩ ܰ⁄ , make a correspondence to 
ܽܰ ∘ ܾܰ ൌ ܽ ∘ ܾܰ in  ܩ ܰ⁄ .

• If ݃̅ ≔ ݃ ∘ ܰ,	ഥ݃ ∈ ܩ ܰ⁄
• Then define as ݃ଵ ∘ ݃ଶ ൌ ݃ଵ ∘ ݃ଶ

• This correspondence gives us a binary relation on ܩ ܰ⁄
• Then ܩ ܰ⁄ is a group for this operation.

• The identity element of the group ܩ ܰ⁄ is ܰ
• The inverse on the group ܩ ܰ⁄ is  ܽܰ ିଵ ൌ ܽିଵܰ
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剰余群

• の正規部分群とするܩを群，ܰをܩ

• このとき，その剰余類 ݃ ∘ ܰ|݃ ∈ ܩ は群となる

• この群のことをܰに関する剰余群といい，ܩ ܰ⁄ で表す

• ܩ ܰ⁄ ൈ ܩ ܰ⁄ の任意の元 ܽܰ, ܾܰ にܩ ܰ⁄ の元ܽܰ ∘ ܾܰ ൌ ܽ ∘ ܾܰを対応さ
せる

• ݃̅ ≔ ݃ ∘ ܰとすると，݃̅ ∈ ܩ ܰ⁄
• このとき，݃ଵ ∘ ݃ଶ ൌ ݃ଵ ∘ ݃ଶと定義する

• この対応はܩ ܰ⁄ に1つの二項演算を与える

• ܩ ܰ⁄ はこの演算に関して群をなす
• 群ܩ ܰ⁄ の単位元はܰ
• 群ܩ ܰ⁄ の逆元は ܽܰ ିଵ ൌ ܽିଵܰ
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Example of residue class group

• Let Ժ ∋ ݉ ൐ 0. Then ݉Ժ ൌ ݉ܽ|ܽ ∈ Ժ is a subgroup of the group Ժ with 
operation of addition.

• For example, 3Ժ ൌ 0,േ3,േ6,⋯ is a subgroup of 	Ժ.
• Then the residue	class of the subgroup 3Ժ is  ݊ ൅ 3Ժ|݊ ∈ Ժ .

• 3Ժ 	is a normal subgroup of Ժ
• Since for ∀݊ ∈ Ժ we have ݊ ൅ 3Ժ ൌ 3Ժ ൅ ݊.

• Therefore,  Ժ/3Ժ is  residue	class	group.
• Ժ 3Ժ⁄ ൌ 0 ൅ 3Ժ, 1 ൅ 3Ժ, 2 ൅ 3Ժ ൌ 0ത, 1ത, 2ത

• Since 4 ൅ 3Ժ ൌ 1 ൅ 3 ൅ 3Ժ ൌ 1 ൅ 3Ժ, we have these three residue classes
• Note that ത݊ ∈ Ժ/3Ժ
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剰余群の例

• Ժ ∋ ݉ ൐ 0とする．このとき，݉Ժ ൌ ݉ܽ|ܽ ∈ Ժ はԺの加法に対する群の
部分群である

• 例えば，3Ժ ൌ 0,േ3, േ6,⋯ はԺの部分群である

• このとき，部分群3Ժの剰余類は ݊ ൅ 3Ժ|݊ ∈ Ժ となる

• 3ԺはԺの正規部分群である
• ∀݊ ∈ Ժに対して，݊ ൅ 3Ժ ൌ 3Ժ ൅ ݊であるため

• よって，Ժ/3Ժは剰余群である

• Ժ 3Ժ⁄ ൌ 0 ൅ 3Ժ, 1 ൅ 3Ժ, 2 ൅ 3Ժ ൌ 0ത, 1ത, 2ത
• 4 ൅ 3Ժ ൌ 1 ൅ 3 ൅ 3Ժ ൌ 1 ൅ 3Ժとなるので，結局この剰余類は３つ

• ത݊ ∈ Ժ/3Ժであることに注意する
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Exercise 9 

• （1）位数が素数である群は，真部分群を持たない巡回群であることを証
明せよ（Prove	that	the	group	whose	order	is	a	prime	number	is	a	cyclic	
group	without	a	proper	subgroup.）

• 巡回群であることと真部分群を持たないことの両方を示す（Prove	it	is	a	cyclic	
group and	it	does	not	have	a	proper	subgroup.）

• （2）群ܩの部分群をܪとする．ܪが指数2の部分群であるとき，
 .ܩ be the subgroup of a group	ܪ が正規部分群であることを示せ．（Letܪ
Prove that ܪ is a normal subgroup, when ܪ has the index 2.）

• ܽ ∈ とܽܪ ∉ ܽ に場合分けして考えると分かりやすい（It is better to divide intoܪ ∈
ܪ and ܽ ∉ （.ܪ
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Schedule(残りの予定)
11/21(Mon): Today
11/24(Thu)

09:00‐10:40 Ring, Field 
12:30 (pls submit till 10:40…) deadline of Report (3) (レポート(3)締切出題);
13:30‐15:10 Ans & Cmts by Duc, and Number Theory
• Last class (最後の講義); I’ll make questionnaire in the last 10 minutes

11/28(Mon): final exam (期末試験) (by TA Duc)
40 points
Choices are;
1. Pens and pencils
2. +hand written notes
3. +copy of slides
4. +textbooks
5. +anything without electricity
Range of exam: Lesson 8~ （講義8~）


